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УДК 517.977 

 УСЛОВИЯ СУЩЕСТВОВАНИЯ СЕДЛОВОЙ ТОЧКИ В ОДНОЙ 

ИГРОВОЙ ЗАДАЧЕ ОПИСЫВАЕМАЯ ИНТЕГРАЛЬНЫМИ 

УРАВНЕНИЯМИ ТИПА ВОЛЬТЕРРА 

А.А. АБДУЛЛАЕВ *, К.В. МАНСИМОВ ** 

Бакинский Государственный Университет 

Институт Cистем Управления НАН Азербайджана 

aqshinabiloqlu@gmail.com, kamilbmansimov@gmail.com  

РЕЗЮМЕ 

 Рассматривается одна игровая задача описываемая системой нелинейных интегральных уравне-

ний типа Вольтерра. Получено необходимое условия существования седловой точки в форме принципа 

масимума Л.С.Понтрягина в рассматриваемой задаче. В случае выпуклости области управления доказано 

линеризованное необходимое условие существования седловой точки. При предположении открытости 

области управления получены аналог уравнения Эйлера.  

Ключевые слова: игровая задача, допустимое управление, седловая точка, необходимое условие, 

интегральное уравнение типа Вольтерра, линеаризованное необходимое условие оптимальности. 

THE NECESSARY CONDITIONS FOR THE EXISTENCE OF A SADDLE POINT IN ONE GAME PROBLEM 

DESCRIBED BY VOLTERRA EQUATIONS 

ABSTRACT 

We consider a game problem described by a nonlinear Volterra-type integral equations system. The necessary 

condition for the existence of a saddle point in the form of L. S. Pontryagin's principle of maximum in the problem 

under consideration is obtained. In the case of convexity of the control domain, a linearized necessary condition for the 

existence of a saddle point is proved. Under the assumption of openness of the control domain, an analog of the Euler 

equation is obtained.  

Keywords: game problem, admissible control, saddle point, necessary condition, Volterra-type integral equation, 

linearized necessary condition. 

VOLTERRA TIPLI INTEQRAL TƏNLIKLƏRLƏ TƏSVIR OLUNAN BIR OYUN MƏSƏLƏSINDƏ 

YƏHƏRVARI NÖQTƏNIN VARLIĞI ÜÇÜN ZƏRURI ŞƏRTLƏR 

XÜLASƏ 

 Volterra tipli qeyri-xətti inteqral tənliklər sistemi ilə təsvir olunan bir oyun məsələsinə baxılır. Baxılan 

məsələdə yəhərvari nöqtənin varlığı üçün L.S.Pontryaginin maksimum prinsipi mənada zəruri şərtlər isbat 

edilmişdir. İdarə oblastı qabarıq olduğu halda yəhərvari nöqtənin varlığı üçün xəttiləşdirilmiş zəruri şərt isbat 

edilmişdir. İdarə oblastı açıq olması şərti daxilində Eyler tənliyinin analoqu alınmışdır.  

Açar sözlər: oyun məsələsi, mümkün idarə, yəhərvari nöqtə, zəruri şərt, Volterra tipli inteqral tənlik, 

xəttiləşdirilmiş zəruri şərt. 

 

 

Многие процессы описываются различными интегральными уравнениями (см. 

напр. [1-3]). В работах [ 4-6 ] и др. рассмотрены различные задачи оптимального управ-

ления описываемые интегральными уравнениями типа Вольтерра.  

Предлагаемая работа посвящена исследованию одной игровой задачи управления 

описываемая системой интегральных уравнений типа Вольтерра. Доказаны необходи-

мые условия существования седловой точки в рассматриваемой задаче.  

mailto:kamilbmansimov@gmail.com
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1. Постановка задачи. Допустим, что управляемый процесс описывается на 

фиксированном отрезке времени  10 t,tT   системой интегральных уравнений типа 

Вольтерра 

         .Tt,dssv,su,sx,s,tftx

t

t

 
0

    (1) 

Здесь    ntx мерный вектор фазовых переменных,  v,u,x,s,tf  заданная n - 

мерная вектор-функция, непрерывная по совокупности переменных вместе с частными 

производными по x ,        qrtvtu  мерный кусочно-непрерывный (с конечным 

числом точек разрыва первого рода) вектор управляющих воздействий со значениями 

из заданного непустого и ограниченного множества  VU  т.е.  

   ,RUtu r  Tt . 

   ,RVtv q  Tt .     (2) 

пару     tv,tu  с вышеприведенными свойствами назовем допустимой парой 

управляющих воздействий.  

Предполагается, что каждой заданной допустимой паре управлений    tv,tu  

(совокупности     tv,tu  ) соответствует единственное непрерывное решение   Tt,tx   

уравнения (1). 

На решениях   Tt,tx   уравнения (1) порожденных всевозможной совокупностью 

    tv,tu  определим функционал типа Лагранжа 

        
1

0

t

t

dttv,tu,tx,tFv,uJ  (3) 

Здесь  v,u,x,tF  заданная скалярная функция непрерывная по совокупности 

переменных вместе с частными производными по x . 

Перейдем к постановке игровой задачи. 

Предположим, что управлением  tu  распоряжается сторона A  (первый игрок) 

стремящаяся минимизировать функционал (3), а управлением  tv  -сторoна B  

(второй игрок) стремящаяся максимизировать этот функционал. 

Рассмотрим следующую игровую задачу: среди всех совокупностей     tv,tu  на 

которых определен функционал (3), нацти такую совокупность     tv,tu 00 , чтобы  

     0000 v,uJv,uJv,uJ   (4) 

при любых      Tt,VUtv,tu  . 

Cовокупность     tv,tu 00  удовлетворяющую условию (4) называют седловой 

точкой функционала (3).  

В настоящей работе выводятся необходимые условия существования седловой 
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точки.  

2. Формула приращения функционала качества.  

Пусть     tv,tu 00  и             tvtvtv,tututu  00 -две допустимые совокуп-

ности. Через  tx0  и      txtxtx  0  обозначим соответствующие им решения урав-

нения (1). Из введенных обозначений ясно, что приращение  tx  траектории  tx0  

является решением интегрального уравнения  

                 

t

t

dssv,su,sx,s,tfsv,su,sx,s,tftx

0

000  (5) 

 Пусть  t0  пока произвольная n - мерная вектор–функция. Тогда из (5) получаем, 

что  

    


1

0

0

t

t

dttxt                  
















1

0 0

0000

t

t

t

t

dtdssv,su,sx,s,tfsv,su,sx,s,tft .  

Применяя в правую часть этого соотнощения теорему Фубини (см. напр. [7]) полу-

чим  

    


t

t

dttxt

0

1

0                  















1

0

1

0000

t

t

t

t

dtdstv,tu,tx,t,sftv,tu,tx,t,sfs  (6) 

Используя формулу (6) запищем полное приращение функционала (3) соответст-

вующее совокупностям     tv,tu 00  и             tvtvtv,tututu  00 .  

В результате получим  

     

                   






1

0

1

0

0000

0000

t

t

t

t

dttxtdttv,tu,tx,tFtv,tu,tx,tF

v,uJv,uJv,uJ


 

                 















1

0

1

0000

t

t

t

t

dtdstv,tu,tx,t,sftv,tu,tx,t,sfs  (7) 

Ввведем аналог функции Гамильтона-Понтрягина в виде  

                 



1

00

t

t

dstv,tu,tx,t,sfstv,tu,tx,tF,v,u,x,tH   

 Применяя формулу Тейлора из (7) получим, что  

                            


1

0

1

0

00000000 ,,,,,,,,,,

t

t

t

t

dtttvtutxtHttvtutxtHdttxtvuJvuJ 

                        


1

0

1

0

0000 ,,,,,,,,

t

t

t

t

dtttvtutxtHttvtutxtHdttxt   



А.А. Абдуллаев, К.В. Мансимов 

54 

                    
1

0

000000

t

t

dtt,tv,tu,tx,tHt,tv,tu,tx,tH   (8) 

 
              

             








1

0

1

0

1

0

1

0

0000

1

000

t

t

x

t

t

t

t

x

t

t

dttxt,tv,tu,tx,tHdttxo

dttxt,tv,tu,tx,tHdttxt




 

Если предполагать, что вектор –функция  t0  удовлетворяет уравнению  

          t,tv,tu,tx,tHt x

00000    (9) 

то формула приращения (8) примет вид:  

                            


1

0

1

0

000000000 ,,,,,,,,,,

t

t

t

t

dtttvtutxtHttvtutxtHdttxtvuJvuJ   

                    

  










1

0

1

0

1

000000

t

t

t

t

xx

dttxo

dttxt,tv,tu,tx,tHt,tv,tu,tx,tH 

 (10) 

Уравнение (9) является линейным интегральным уравнением относительно  t0  

(сопряженная система). 

В дальнейшем нам понадобятся оценки для нормы приращения  tx . Из (5) 

переходя к норме, и используя правило треугольника, получим, что  

                

             

              

               













t

t

t

t

t

t

t

t

dssv,su,sx,s,tfsv,su,sx,s,tfdssxL

dssv,su,sx,s,tfsv,su,sx,s,tf

sv,su,sx,s,tfsv,su,sx,s,tf

dssv,su,sx,s,tfsv,su,sx,s,tftx

00

0

0

0000

0000

0

000

 

Применяя к последнему неравенству обобщение леммы Гронуолла-Беллмана (см. 

напр. [ 7 ]) получим , что  

                

t

t

dssv,su,sx,s,tfsv,su,sx,s,tfLtx

0

0000

1  (11) 

где 01  constL  некоторое постоянное.  

Если предполагать, что  v,u,x,s,tf  имеет также по  v,u  непрерывную производ-

ную то по аналогии с доказательством неравенства (11) доказывается справедливость 

оценки  
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       ,dssvsuLtx

t

t

 

0

2
 (12) 

где 02  constL  некоторое постоянное.  

3. Необходимые условия существования седловой точки 

Пусть     tv,tu 00  является седловой точкой функционала (3). По определению 

седловой точки это означает, что для любых допустимых приращений  tu  и  tv  

выполняются неравенства  

   000 v,uJv,uJ   (13) 

   v,uJv,uJ 000   (14) 

соответственно.  

Пусть 0  достаточно малое произвольное число,  10 t;t  произвольная точка 

непрерывности управления  tu 0 , а Uu  произвольный вектор.  

Специальное приращение управляющей функции  tu 0  определим по формуле  

 
   










,T\Tt,

,T,t,tuu
tu








0

0

 (15) 

и положим  

  0 tv . 

Через  tx  обозначим специальное приращение траектории  tx0  отвечающее 

приращению (15) управления  tu 0 . 

Тогда с учетем формулу (10) из неравенства (13) получим, что 

       

                     








1

0

1

0

00000000

00000

t

t

t

t

dtt,tv,tu,tx,tHt,tv,tutu,tx,tH

dttxtv,uJv,uuJ









 (16) 

                      

   0
1

0

1

0

1

00000000












t

t

t

t

xx

dttxo

dttxt,tv,tu,tx,tHt,tv,tutu,tx,tH



 

 

Из оценки (11 ) следует, что  

  Tt,Ltx   3  (17) 

где 03  constL  некоторая постоянная.  
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 Из неравенства (16) применяя теорему о среднем и учитывая формулы (15) и 

(17) получим, что  

                   02

0000000   o,v,u,x,H,v,u,x,H  

Следовательно, в силу произвольности 0  

                00000000   ,v,u,x,H,v,u,x,H  (18) 

Теперь полагая   0 tu , специальное приращение управляющей функции  tv0  

определим по формуле 

 
   

 








.,\Tt,

,,t,tvv
tv






0

0

 (19) 

Здесь 0  достаточно малое произвольное число, Vv  произвольный вектор, а 

 10 t;t  произвольная точка непрерывности управления  tv0 . 

Через  tx обозначим специальное приращение траектории  tx0  отвечающее 

приращению (19) управления  tv0 . 

Из оценки (11) следует, что  tx  имеет порядок малости  . Поэтому с учетом 

также (19) из неравенства (14) получим, что  

   

                    



 



3

00000000

0000

1

0

odtt,tv,tu,tx,tHt,vtv,tu,tx,tH

v,uJvv,uJ

t

t

 

                    04

0000000   o,v,u,x,H,v,u,x,H   

Отсюда в силу произвольности 0  получим, что  

                00000000   ,v,u,x,H,v,u,x,H  (20) 

Принимая во внимания неравенства (18) и (20) приходим к следующему утвержде-

нию.  

Теорема 1. Для того чтобы совокупность     tv,tu 00  являлось седловой точкой 

функционала (3) в рассматриваемой задаче нелбходимо, чтобы неравенства  

                00000000   ,v,u,x,H,v,u,x,H  

                00000000   ,v,u,x,H,v,u,x,H  

выполнялось для всех  10 t;t , Uu  и  10 t;t , Vv  соответственно.  

4. Линеаризованное необходимое условие оптимальности. Пусть в рассматри-

ваемой задаче множество U  выпуклое, а  v,u,x,tf  и  v,u,x,tF  имеют непрерывные 

производные также по  v,u .  

Из формулы приращения (7), предполагая что  t0  является решением сопря-

женного уравнения (9), получим, что  
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                          

      







1

0

1

0

2

00000000 ,,,,,,,,,,

t

t

t

t

vu

dttvtutxo

dttvttvtutxtHtuttvtutxtHvuJvuJ 
 (21) 

Пусть     tv,tu 00  седловая точка рассматриваемого функционала, а   0 tv .  

Положим  

       Tt,tutu;tu  0  (22) 

Здесь  10;  произвольное число, а   Tttu ,  произвольное допустимое управ-

ление.  

Учитывая оценку (12) и формулу (22) из формулы приращения (21) получим, что  

           

                0
1

0

00000

0000





 



odttutut,tv,tu,tx,tH

tv,tuJtv,;tutuJ

t

t

u

 

Следовательно 

              0
1

0

00000 
t

t

u dttutut,tv,tu,tx,tH   (23) 

Если полагать   0 tu , а специальное приращение управляющей функции  tv0  

определить по формуле  

       Tt,tvtv;tu  0 ,  

где  10;  - произвольное число, а  tv - произвольное допустимое управление, то пос-

ле некоторых преобразований, из формулы приращения (21) функционала качества 

получим, что  

           

                0
1

0

00000

0000





 



odttvtvt,tv,tu,tx,tH

tv,tuJ;tvtv,tuJ

t

t

v

 

Следовательно 

              00
1

0

00000 
t

t

v dttvtvt,tv,tu,tx,tH   (24) 

Неравенства (23) и (24) также являются необходимыми условиями существования 

седловой точки функционала (3). 

Теорема 2. Если множества U  и V  выпуклы, то для того чтобы совокупность 

    tv,tu 00  было седловой точкой функционала (3) неoбходимо, чтобы неравенства  
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              ,dttutut,tv,tu,tx,tH

t

t

u 0
1

0

00000    

              ,dttvtvt,tv,tu,tx,tH

t

t

v 0
1

0

00000    

выполнялось для всех   Tt,Utu   и   Tt,Vtv   соответственно.  

 

5. Аналог уравнения Эйлера. Предположим, что множества U  и V  являются от-

крытыми. Пусть   ,Rtu r Tt  и   ,Rtv q Tt  произвольные кусочно-непрерывные 

и ограниченные вектор-функции. 

В силу сделанных предположений специальное приращение допустимого управ-

ления     tv,tu 00  можно определить по формуле  

 

 







.Tt),t(utv

,Tt),t(utu








 (25) 

Здесь   и   произвольные достаточные малые по абсолютной величине числа. 

Через  tx  обозначим специальное приращение траектории  tx , соответствую-

щее приращению (25) управления     tv,tu 00 . Тогда из оценки (12) получаем, что  

     













 

1

0

1

0

3

t

t

t

t

dttvdttuLtx 
 (26)  

 где 03  constL .  

Принимая во внимания формулы (25) и (26), из формулы приращения (21) получа-

ем, что  

         

            

           ).(odttvt,tv,tu,tx,tH

dttvtut,tv,tu,tx,tH

tv,tuJ)t(utv),t(utuJ

t

t

v

t

t

u

















1

0

1

0

0000

0000

0000

 (27) 

Из разложения (27) следует, что если     tv,tu 00  является седловой точкой функ-

ционала (3), то для всех допускающих вариаций  tu  и  tv  управления     tv,tu 00  

соответственно, выполняются соотношения  

         0
1

0

0000 
t

t

u dt)t(ut,tv,tu,tx,tH  , (28) 

           .dttvt,tv,tu,tx,tH

t

t

v 0
1

0

0000    (29) 

Соотношения (28), (29) являются неявными необходимыми условиями оптималь-
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ности. Но используя произвольность вариаций  tu  и  tv  можно получить необхо-

димое условие оптимальности, явно выраженное через параметры рассматриваемой 

задачи. 

Имеет место 

Теорема 3. Для того чтобы допустимое управление     tv,tu 00  было седловой точ-

кой управления     tv,tu 00 , в случае открытости области управления, неoбходимо, 

чтобы для всех  10 t;t выполнялись соотношения 

         00000  ,v,u,x,H , 

         .,v,u,x,H 00000   

Эти соотношения являются аналогами уравнения Эйлера для рассматриваемой 

задачи. 
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ABSTRACT 

 For the linear transformation 𝑫𝜶,𝜷,𝜸
𝒔 𝒇 of the normalized analytic function 𝒇 of the form 𝑓(𝑧) = 𝑧 + 𝑎2𝑧

2 +

𝑎3𝑧
3+. . ., we study the coefficient estimates and solved the Fekete-Szeg𝑜̈ problem for the hadarmad product of 

the subclasses 𝐻𝑆𝑛(𝑏) and 𝐻𝑆𝑛
𝑐(𝑏) of the analytic normalized univalent functions using comparison method and 

Cauchy Schwartz inequality. 

Keywords: Analytic, univalent, starlike, linear transformation, coefficient estimates, Fekete-Szeg𝒐̈ 

inequality. 

MSC[2010]: 30C45 

FEKETE-SZEGo ̈ MÜƏYYƏN ANALİTİK ÇATAN TRANSFORMASININ HADAMARD MƏHSULU                       

İLƏ OLUNAN ULDUZBƏZİ VƏ QABAR FUNKSİYALAR SİNFİ ÜÇÜN PROBLEM 

XÜLASƏ 

f(z)=z+a_2 z^2+a_3 z^3+... şəklindəki normallaşdırılmış f analitik funksiyasının D_(α,β,γ)^s f xətti çevrilməsi 

üçün əmsalın təxminlərini öyrənirik və müqayisə üsulundan və Koşi Şvarts bərabərsizliyindən istifadə etməklə 

analitik normallaşdırılmış univalent funksiyaların HS_n (b) və HS_n^c (b) yarımsiniflərinin hadarmad hasilinin 

Fekete-Szeqo ̈ problemini həll edir. 

Açar sözlər: Analitik, birvalent, ulduz kimi, xətti çevrilmə, əmsal təxminləri, Fekete-Szeqo ̈ bərabərsizliyi. 

 

1 Introduction and Preliminaries 

 For the normalized analytic function 𝑓 of the form:  

 𝑓(𝑧) = 𝑧 + 𝑎2𝑧
2 + 𝑎3𝑧

3+. . . , 𝑎𝑛 ∈ 𝐶(1) 

 in the unit disk 𝑈 = {𝑧: |𝑧| < 1}, Fekete and Szeg𝑜̈ [7], proved that,  

 |𝑎3 − 𝜆𝑎2
2𝑖| ≤ 1 + 2𝑒−

2𝜆

1−𝜆, 0 < 𝜆 ≤ 1. (2) 

 and for the Schwarzian derivative 𝑆𝑓 given by  
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 𝑆𝑓 = (
𝑓′′

𝑓
) −

1

2
(
𝑓′′

𝑓′
)
2
, (3) 

 simple calculation shows that the coefficient functional 

𝜙𝑓(𝜆) = 𝑎3 − 𝜆𝑎2
2𝑖 is related to the Schwarzian derivative by  

 𝜙𝑓(𝜆) = 𝑎3 − 𝜆𝑎2
2𝑖 =

1

6
(𝑓′′′(0) −

3𝜆

2
(𝑓′′(0))2) 

on normalized analytic functions 𝑓 in the unit disk. 

Kanas and Darwish [8] remarked that, when 𝜆 = 1, 𝜙𝑓 = 𝑎3 − 𝑎2
2𝑖, becomes 

𝑆𝑓(0)

6
, where 

𝑆𝑓 denotes the Schwarzian derivative given in equation (3) and that if we consider the nth 

root transformation  

 (𝑓(𝑧𝑛))
1

𝑛 = 𝑧 + 𝑐𝑛+1𝑧
𝑛+1 + 𝑐2𝑛+1𝑧

2𝑛+1+. .. 

of the function in equation (1), then 𝑐𝑛+1 =
𝑎2

2
 and 𝑐2𝑛+1 =

𝑎3

𝑛
+

(1−𝑛)𝑎2
2𝑖

2𝑛2
, so that  

 𝑎3 − 𝜆𝑎2
2𝑖 = 𝑛(𝑐2𝑛+1 − 𝜇𝑐𝑛+1

2 ) 

where 𝜇 = 𝜆𝑛 + (𝑛 − 1)/2. 

Several authors have discussed the nature of 𝜙𝑓(𝜆) for the normalized univalent 

functions in the unit disk (see ,[3],[4],[5],[6], [7], [8], [9]). Authors in [1], [2], [10], [11], [12], 

[13], [19] and [20] also solved Fekete-szeg𝑜̈ inequality for classes of normalized analytic 

functions.This is known as Fekete-Szeg𝑜̈ problem. 

Now, we denote by 𝑆, the set of all functions of the form (1) that are normalized analytic 

and univalent in the unit disk  

𝑈 = {𝑧: |𝑧| < 1}. Let 𝑆∗(𝛼), 𝑆𝑐(𝛼) be the classes of starlike and convex univalent function 

of order 𝛼, of the form: 

 𝑆∗ = {𝑓 ∈ 𝑆: Re (
𝑧𝑓′(𝑧)

𝑓(𝑧)
) > 𝛽, ,0 ≤ 𝛽 < 1, 𝑧 ∈ 𝑈} (4) 

 𝑆∗ = {𝑓 ∈ 𝑆: Re (1 +
𝑧𝑓′′(𝑧)

𝑓′(𝑧)
) > 𝛽, ,0 ≤ 𝛽 < 1, 𝑧 ∈ 𝑈} (5) 

 Several researchers have generalized the notions of 𝛼 − starlikeness and 𝛼 −convexity 

onto a complex order 𝛼 see [14], [16], [17] for example. When 𝛽 = 0 in equations (4) and (5), 

what is obtained is the starlike, respectively, convex functions with respect to the origin. 

With the aid of Ruscheweyh derivative, Kumar et al [15] introduced the class 𝑆𝑛(𝑏) of 

functions 𝑓 ∈ 𝑆 as follows:  

Definition 1 Let 𝑏 be a nonzero complex number, and let 𝑓 be a univalent function of the form 

(1), 𝑧 ∈ 𝑈. We say that 𝑓 belongs to 𝑆𝑛(𝑏) if  

 𝑅𝑒 {1 +
1

𝑏
(
𝑧(𝐷𝑛𝑓)′(𝑧)

𝐷𝑛𝑓(𝑧)
− 1)} > 0 (6) 

 Moreover, the author in [16] defined a linear transformation 𝐷𝛼,𝛽,𝛾
𝑠 𝑓 by  

𝐷𝛼,𝛽,𝛾
𝑠 𝑓(𝑧) = 𝑧 + ∑ ‍∞

𝑛=2 (
𝛼+𝑛𝛽+𝑛2𝛾

𝛼+𝛽+𝛾
)
𝑠

𝑎𝑛
𝑖 𝑧𝑛, 𝛽, 𝛾 ≥ 0; 𝛼 ≥ 1; 𝑠 ∈ ℕ ∪ 0, 𝑖(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘), (7) 

 where 𝑘 ∈ ℕ, 
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and Makinde et al, in [17], [18] studied the Fekete-Szego problems for starlike, convex 

functions, respectively for normalized analytic and univalent functions of the form (1). 

Furthermore, for  

𝐷𝛼,𝛽,𝛾
𝑠 𝑓(𝑧) = 𝑧 + ∑ ‍∞

𝑛=2 (
𝛼+𝑛𝛽+𝑛2𝛾

𝛼+𝛽+𝛾
)
𝑠

𝑎𝑛
𝑖 𝑧𝑛 and 𝐷𝛼,𝛽,𝛾

𝑠 𝑔(𝑧) = 𝑧 + ∑ ‍∞
𝑛=2 (

𝛼+𝑛𝛽+𝑛2𝛾

𝛼+𝛽+𝛾
)
𝑠

𝑑𝑛
𝑖 𝑧𝑛, we 

define the hadamard product 𝐻𝑛(𝑧) of 𝐷𝛼,𝛽,𝛾
𝑠 𝑓(𝑧) and 𝐷𝛼,𝛽,𝛾

𝑠 𝑔(𝑧) by  

𝐻𝑛(𝑧) = 𝑧 + ∑ ‍∞
𝑛=2 (

𝛼+𝑛𝛽+𝑛2𝛾

𝛼+𝛽+𝛾
)
2𝑠

𝑎𝑛
𝑖 𝑑𝑛

𝑖 𝑧𝑛, 𝛽, 𝛾 ≥ 0; 𝛼 ≥ 1; 𝑠 ∈ ℕ ∪ 0, 𝑖(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘)‍𝑘 ∈ ℕ. (8) 

 Motivated by the work of Kanas and Darwish,and Makinde et al in [8], [17] and [18], we 

study the coefficient estimates and solved the Fekete-Szeg𝑜̈ problem for the hadarmad 

product of the subclasses 𝐻𝑆𝑛(𝑏) and 𝐻𝑆𝑛
𝑐(𝑏) of the analytic normalized univalent functions 

using comparison method and Cauchy Schwartz inequality. Now, we give the follwing 

definitions  

Definition 2 Let 𝑏 be a nonzero complex number, and 𝑓 a normalized analytic univalent 

function of the form (1). We say that 𝑓 belongs to 𝐻𝑆𝑛(𝑏), respectively, 𝐻𝑆𝑛
𝑐(𝑏) if  

 𝑅𝑒 {1 +
1

𝑏
(
𝑧(𝐻𝑛)′(𝑧)

𝐻𝑛(𝑧)
− 1)} > 0, 𝑧 ∈ 𝑈, (9) 

 respectively,  

 𝑅𝑒 {1 +
1

𝑏
(
𝑧(𝐻𝑛)′′(𝑧)

(𝐻𝑛)′(𝑧)
)} > 0, 𝑧 ∈ 𝑈, (10) 

 

 The following results shall be employed in the proof of the main results of this study.  

Lemma 1 [19] Let 𝑃 be the class of analytic functions in 𝑈 with 𝑝(0) = 1, Re 𝑝(𝑧) > 0 and of 

the form  

 𝑝(𝑧) = 1 + 𝑐1𝑧 + 𝑐2𝑧
2+. . ., (11) 

 then  

 |𝑐𝑛| ≤ 2, 𝑛 ≥ 1. 

If |𝑐1| = 2, then 𝑝(𝑧) ≡ 𝑝1 =
(1+𝛾1𝑧)

(1−𝛾1𝑧)
 with 𝛾1 =

𝑐1

2
. Conversely, if 𝑝(𝑧) ≡ 𝑝1 for some 𝛾1 = 1, 

then 𝑐1 = 2𝛾1 and |𝑐1| = 2. Furthermore, we have  

 |𝑐2 −
𝑐1
2

2
| ≤ 2 −

|𝑐1|
2

2
. 

If |𝑐1| < 2 and |𝑐2 −
𝑐1
2

2
| = 2 −

|𝑐1|
2

2
, then 𝑝(𝑧) ≡ 𝑝2, where  

 𝑝2(𝑧) =
1+𝑧

𝛾2𝑧+𝛾1
1+𝛾1𝛾2𝑧

1−𝑧
𝛾2𝑧+𝛾1
1+𝛾1𝛾2𝑧

 

and 𝛾1 =
𝑐1

2
, 𝛾2 =

2𝑐2−𝑐1
2

4−|𝑐1|
2. Conversely, if 𝑝(𝑧) = 𝑝2 for some 𝛾1 < 1 and 𝛾2 = 1, then 𝛾1 =

𝑐1

2
, 𝛾2 =

2𝑐2−𝑐1
2

4−|𝑐1|
2 and |𝑐2 −

𝑐1
2

2
| = 2 −

|𝑐1|
2

2
.  

 

Lemma 2 [17] Let 𝑛 ≥ 0 and b a non-zero complex number. If 𝑓 of the form (1) is in 𝑆𝑛(𝑏), then  
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 |𝑎2
𝑖 | ≤ 2|𝑏| (

(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+2𝛽+4𝛾)
)
𝑠
 

and  

 |𝑎3
𝑖 | ≤ |𝑏| (

(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+3𝛽+9𝛾)
)
𝑠
max[1, |1 + 2𝑏|], 𝛽, 𝛾 ≥ 0; 𝛼 ≥ 1; 𝑠 ∈ ℕ ∪ 0, 𝑖(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘). 

Lemma 3 [17] Let 𝑛 ≥ 0 and b a non-zero complex number. If 𝑓 of the form (1) is in 𝑆𝑛
𝑐(𝑏), then  

 |𝑎2
𝑖 | ≤ |𝑏| (

(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+2𝛽+4𝛾)
)
𝑠
 

and  

 |𝑎3
𝑖 | ≤

|𝑏|

3
(

(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+3𝛽+9𝛾)
)
𝑠
max[1, |1 + 2𝑏|], 𝛽, 𝛾 ≥ 0; 𝛼 ≥ 1; 𝑠 ∈ ℕ ∪ 0,1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. 

Lemma 4 [18] Let 𝑏 be a nonzero complex number and 𝑓 ∈ 𝑆𝑛(𝑏). Then for 𝜇 ∈ ℂ, the following 

holds.  

 |𝑎3
𝑖 − 𝜇𝑎2

2𝑖| ≤ 𝑏 (
𝛼+𝛽+𝛾

𝛼+3𝛽+9𝛾
)
𝑠
max {1, |1 + 2𝑏 − 2𝑏𝜇

(𝛼+3𝛽+9𝛾)𝑠

(𝛼+2𝛽+4𝛾)2𝑠
|} 

Lemma 5 [18] Let 𝑏 be a nonzero complex number and 𝑓 ∈ 𝑆𝑛
𝑐(𝑏). Then, for 𝜇 ∈ ℂ, the following 

holds.  

 |𝑎3
𝑖 − 𝜇𝑎2

2𝑖| ≤
1

3
𝑡3
−𝑠|𝑏|max {1, |1 + 2𝑏 − 3𝑏𝜇𝑡2

−𝑠 (𝛼+3𝛽+9𝛾)𝑠

(𝛼+2𝛽+4𝛾)2𝑠
|} 

 In what follows, we give the statement and proof of the results of this study. 

2 Coefficient estimates for 𝑯𝑺𝒏(𝒃) and 𝑯𝑺𝒏
𝒄 (𝒃) 

Theorem 1 Let 𝑏, 𝜆 be non-zero complex numbers and 𝐷𝛼,𝛽,𝛾
𝑠 𝑓 of the form 𝐷𝛼,𝛽,𝛾

𝑠 𝑓(𝑧) = 𝑧 +

∑ ‍∞
𝑛=2 (

𝛼+𝑛𝛽+𝑛2𝛾

𝛼+𝛽+𝛾
)
𝑠

𝑎𝑛
𝑖 𝑧𝑛 is in 𝑆𝑛(𝑏) and 𝐷𝛼,𝛽,𝛾

𝑠 𝑔 of the form 

𝐷𝛼,𝛽,𝛾
𝑠 𝑔(𝑧) = 𝑧 + ∑ ‍∞

𝑛=2 (
𝛼+𝑛𝛽+𝑛2𝛾

𝛼+𝛽+𝛾
)
𝑠

𝑑𝑛
𝑖 𝑧𝑛 is in 𝑆𝑛

(
𝑏). If 𝐻𝑛 ∈ 𝐻𝑆𝑛(𝜆), then  

 |𝑎2
𝑖 𝑑2

𝑖 | ≤ 2|𝜆| (
(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+2𝛽+4𝛾)
)
2𝑠
, 𝜆 ≥ 2|𝑏|2 

and  

 |𝑎3
𝑖 𝑑3

𝑖 | ≤ |𝜆| (
(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+3𝛽+9𝛾)
)
2𝑠
max[1, |1 + 2𝜆|], 𝛽, 𝛾 ≥ 0; 𝛼 ≥ 1; 𝑠 ∈ ℕ ∪ 0,1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. 

where |𝜆|max[1, |1 + 2𝜆|] ≥ |𝑏|2 (
𝛼+𝛽+𝛾

𝛼+3𝛽+9𝛾
)
2𝑠
{max[1, |1 + 2𝑏|]}2 

 

Proof 1 Firstly, let 𝐷𝛼,𝛽,𝛾
𝑠 𝑓 ∈ 𝑆𝑛(𝑏) and 𝐷𝛼,𝛽,𝛾

𝑠 𝑔 ∈ 𝑆𝑛(𝑏), then by lemma 2,  

 |𝑎2
𝑖 | ≤ 2|𝑏| (

(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+2𝛽+4𝛾)
)
𝑠
 (12) 

 and  

 |𝑑2
𝑖 | ≤ 2|𝑏| (

(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+2𝛽+4𝛾)
)
𝑠
 (13) 

 we need to find a smallest 𝜆 such that  
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|𝑎2

𝑖𝑑2
𝑖 |(

(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+2𝛽+4𝛾)
)
2𝑠

2|𝜆|
≤ 1 (14) 

 From inequalities (12) and (13), using Cuachy Schwartz inequality, we have  

 
√|𝑎2

𝑖𝑑2
𝑖 |(

(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+2𝛽+4𝛾)
)
2𝑠

2|𝑏|
≤ 1 (15) 

 It suffices to show that  

 
|𝑎2

𝑖𝑑2
𝑖 |(

(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+2𝛽+4𝛾)
)
2𝑠

2|𝜆|
≤

√|𝑎2
𝑖𝑑2

𝑖 |(
(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+2𝛽+4𝛾)
)
2𝑠

2|𝑏|
 (16) 

 from inequality (16), we have  

 √|𝑎2
𝑖 𝑑2

𝑖 | (
(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+2𝛽+4𝛾)
)
2𝑠
≤

|𝜆|

|𝑏|
 (17) 

 from inequality (15), we have  

 √|𝑎2
𝑖 𝑑2

𝑖 | (
(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+2𝛽+4𝛾)
)
2𝑠
≤ 2|𝑏| (18) 

 Using inequalities (17) and (18), we have  

 2|𝑏| ≤
|𝜆|

|𝑏|
 (19) 

 and the inequality (19) implies that  

 |𝜆| ≥ 2|𝑏|2 

and this completes the first part of the theorem. 

Secondly, 

Let 𝐷𝛼,𝛽,𝛾
𝑠 𝑓 ∈ 𝑆𝑛(𝑏) and 𝐷𝛼,𝛽,𝛾

𝑠 𝑔 ∈ 𝑆𝑛(𝑏), then by lemma 2  

 |𝑎3
𝑖 | ≤ |𝑏| (

(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+3𝛽+9𝛾)
)
𝑠
max[1, |1 + 2𝑏|], 𝛽, 𝛾 ≥ 0; 𝛼 ≥ 1; 𝑠 ∈ ℕ ∪ 0, 𝑖(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘), (20) 

 and  

 |𝑑3
𝑖 | ≤ |𝑏| (

(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+3𝛽+9𝛾)
)
𝑠
max[1, |1 + 2𝑏|], 𝛽, 𝛾 ≥ 0; 𝛼 ≥ 1; 𝑠 ∈ ℕ ∪ 0, 𝑖(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘). (21) 

 we need to find a smallest 𝜆 such that  

 |𝑎3𝑖𝑑3
𝑖 | ≤ |𝜆| (

(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+3𝛽+9𝛾)
)
2𝑠
max[1, |1 + 2𝜆|], 𝛽, 𝛾 ≥ 0; 𝛼 ≥ 1; 𝑠 ∈ ℕ ∪ 0, 𝑖(1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘). 

From inequalities (20) and (21), using Cuachy Schwartz inequality, we have  

 
√|𝑎3

𝑖𝑑3
𝑖 |(𝛼+3𝛽+9𝛾)2𝑠

(𝛼+𝛽+𝛾)2𝑠|𝑏|max[1,|1+2𝑏|]
≤ 1 (22) 

 It suffices to show that  

 
(𝛼+3𝛽+9𝛾)2𝑠|𝑎3

𝑖𝑑3
𝑖 |

(𝛼+𝛽+𝛾)2𝑠|𝜆|max[1,|1+2𝜆|]
≤

(𝛼+3𝛽+9𝛾)2𝑠√|𝑎3
𝑖𝑑3

𝑖 |

(𝛼+𝛽+𝛾)2𝑠|𝑏|max[1,|1+2𝑏|]
 (23) 

 From inequality (23), we have  
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 √|𝑎3
𝑖 𝑑3

𝑖 | ≤
|𝜆|max[1,|1+2𝜆|]

|𝑏|max[1,|1+2𝑏|]
 (24) 

 From inequality (22), we have  

 √|𝑎3
𝑖 𝑑3

𝑖 | ≤
(𝛼+𝛽+𝛾)2𝑠|𝑏|max[1,|1+2𝑏|]

(𝛼+3𝛽+9𝛾)2𝑠
 (25) 

 Using inequalities (24) and (25), we have  

 
(𝛼+𝛽+𝛾)2𝑠|𝑏|max[1,|1+2𝑏|]

(𝛼+3𝛽+9𝛾)2𝑠
≤

|𝜆|max[1,|1+2𝜆|]

|𝑏|max[1,|1+2𝑏|]
 (26) 

 Calculations in inequality (26) shows that  

 
(𝛼+𝛽+𝛾)2𝑠|𝑏|2{max[1,|1+2𝑏|]}2

(𝛼+3𝛽+9𝛾)2𝑠
≤ |𝜆|max[1, |1 + 2𝜆|] 

 and this completes the proof of Theorem 1.  

Theorem 2 Let 𝑏, 𝜆 be non-zero complex numbers and 𝐷𝛼,𝛽,𝛾
𝑠 𝑓 of the form 𝐷𝛼,𝛽,𝛾

𝑠 𝑓(𝑧) = 𝑧 +

∑ ‍∞
𝑛=2 (

𝛼+𝑛𝛽+𝑛2𝛾

𝛼+𝛽+𝛾
)
𝑠

𝑎𝑛
𝑖 𝑧𝑛 is in 𝑆𝑛

𝑐(𝑏) and 𝐷𝛼,𝛽,𝛾
𝑠 𝑔 of the form 

𝐷𝛼,𝛽,𝛾
𝑠 𝑔(𝑧) = 𝑧 + ∑ ‍∞

𝑛=2 (
𝛼+𝑛𝛽+𝑛2𝛾

𝛼+𝛽+𝛾
)
𝑠

𝑑𝑛
𝑖 𝑧𝑛 is in 𝑆𝑛

𝑐(𝑏). If 𝐻 ∈ 𝐻𝑆𝑛
𝑐(𝜆), then  

 |𝑎2
𝑖 𝑑2

𝑖 | ≤ |𝜆| (
(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+2𝛽+4𝛾)
)
2𝑠
, 𝜆 ≥ |𝑏|2 

and  

 |𝑎3
𝑖 𝑑3

𝑖 | ≤
|𝜆|

3
(

(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+3𝛽+9𝛾)
)
2𝑠
max[1, |1 + 2𝜆|], 𝛽, 𝛾 ≥ 0; 𝛼 ≥ 1; 𝑠 ∈ ℕ ∪ 0,1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. 

where |𝜆|max[1, |1 + 2𝜆|] ≥ |𝑏|2 (
𝛼+𝛽+𝛾

𝛼+3𝛽+9𝛾
)
2𝑠
{max[1, |1 + 2𝑏|]}2 

 

Proof 2 Firstly, let 𝐷𝛼,𝛽,𝛾
𝑠 𝑓 ∈ 𝑆𝑛(𝑏) and 𝐷𝛼,𝛽,𝛾

𝑠 𝑔 ∈ 𝑆𝑛(𝑏), then by lemma 3  

 |𝑎2
𝑖 | ≤ |𝑏| (

(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+2𝛽+4𝛾)
)
𝑠
 (27) 

 and  

 |𝑑2
𝑖 | ≤ |𝑏| (

(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+2𝛽+4𝛾)
)
𝑠
 (28) 

 we need to find a smallest 𝜆 such that  

 
|𝑎2

𝑖𝑑2
𝑖 |(

(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+2𝛽+4𝛾)
)
2𝑠

|𝜆|
≤ 1 (29) 

 Following the proof of the first part of the Theorem 1, we obtaing the first part the 

result. 

Secondly, let 𝐷𝛼,𝛽,𝛾
𝑠 𝑓 ∈ 𝑆𝑛(𝑏) and 𝐷𝛼,𝛽,𝛾

𝑠 𝑔 ∈ 𝑆𝑛(𝑏), then by lemma 3  

 |𝑎3
𝑖 | ≤

|𝑏|

3
(

(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+3𝛽+9𝛾)
)
𝑠
max[1, |1 + 2𝑏|], 𝛽, 𝛾 ≥ 0; 𝛼 ≥ 1; 𝑠 ∈ ℕ ∪ 0,1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. (30) 

|𝑑3
𝑖 | ≤

|𝑏|

3
(

(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+3𝛽+9𝛾)
)
𝑠
max[1, |1 + 2𝑏|], 𝛽, 𝛾 ≥ 0; 𝛼 ≥ 1; 𝑠 ∈ ℕ ∪ 0,1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. (31) 

 we need to find a smallest 𝜆 such that  
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|𝑎3
𝑖 𝑑3

𝑖 | ≤
|𝜆|

3
(

(𝛼+𝛽+𝛾)

(𝛼+3𝛽+9𝛾)
)
2𝑠
max[1, |1 + 2𝜆|], 𝛽, 𝛾 ≥ 0; 𝛼 ≥ 1; 𝑠 ∈ ℕ ∪ 0,1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘. (32) 

 Following the proof of the second part of the Theorem 1, we obtaing the second part the 

result and this completes the proof of Theorem 2. 

3 The Fekete-Szeg𝒐̈ problem for the subclasses 𝑯𝑺𝒏(𝒃) and 𝑯𝑺𝒏
𝒄 (𝒃) 

Theorem 3 Let 𝑏, 𝜆 be non-zero complex numbers and 𝐷𝛼,𝛽,𝛾
𝑠 𝑓 of the form 𝐷𝛼,𝛽,𝛾

𝑠 𝑓(𝑧) = 𝑧 +

∑ ‍∞
𝑛=2 (

𝛼+𝑛𝛽+𝑛2𝛾

𝛼+𝛽+𝛾
)
𝑠

𝑎𝑛
𝑖 𝑧𝑛 is in 𝑆𝑛

𝑐(𝑏) and 𝐷𝛼,𝛽,𝛾
𝑠 𝑔 of the form 

𝐷𝛼,𝛽,𝛾
𝑠 𝑔(𝑧) = 𝑧 + ∑ ‍∞

𝑛=2 (
𝛼+𝑛𝛽+𝑛2𝛾

𝛼+𝛽+𝛾
)
𝑠

𝑑𝑛
𝑖 𝑧𝑛 is in 𝑆𝑛

𝑐(𝑏). If 𝐻𝑛 ∈ 𝐻𝑆𝑛(𝜆), then  

 |𝐴3
𝑖 − 𝜇𝐴2

2𝑖| ≤ |𝜆|2 (
𝛼+𝛽+𝛾

𝛼+3𝛽+9𝛾
)
𝑠
max {1, |1 + 2𝜆 − 2𝜆𝜇

(𝛼+3𝛽+9𝛾)𝑠

(𝛼+2𝛽+4𝛾)2𝑠
|}
2

 

where 𝐴3
𝑖 = 𝑎3

𝑖 𝑑3
𝑖  and 𝐴2

𝑖 = 𝑎2
𝑖 𝑑2

𝑖  and 

𝜆 ≥ 2|𝑏|2,|𝜆|max[1, |1 + 2𝜆|] ≥ |𝑏|2 (
𝛼+𝛽+𝛾

𝛼+3𝛽+9𝛾
)
𝑠
{max[1, |1 + 2𝑏|]}2 

Proof 3 Let 𝐷𝛼,𝛽,𝛾
𝑠 𝑓 ∈ 𝑆𝑛(𝑏) and 𝐷𝛼,𝛽,𝛾

𝑠 𝑔 ∈ 𝑆𝑛(𝑏), then by lemma 4, we have  

 |𝑎3
𝑖 − 𝜇𝑎2

2𝑖| ≤ 𝑏 (
𝛼+𝛽+𝛾

𝛼+3𝛽+9𝛾
)
𝑠
max {1, |1 + 2𝑏 − 2𝑏𝜇

(𝛼+3𝛽+9𝛾)𝑠

(𝛼+2𝛽+4𝛾)2𝑠
|} (33) 

 and  

 |𝑑3
𝑖 − 𝜇𝑑2

2𝑖| ≤ |𝑏| (
𝛼+𝛽+𝛾

𝛼+3𝛽+9𝛾
)
𝑠
max {1, |1 + 2𝑏 − 2𝑏𝜇

(𝛼+3𝛽+9𝛾)𝑠

(𝛼+2𝛽+4𝛾)2𝑠
|} (34) 

 From inequalities (33) and (34), we have  

 |𝑎3
𝑖 − 𝜇𝑎2

2𝑖||𝑑3
𝑖 − 𝜇𝑑2

2𝑖| ≤ [|𝑏| (
𝛼+𝛽+𝛾

𝛼+3𝛽+9𝛾
)
𝑠
max {1, |1 + 2𝑏 − 2𝑏𝜇

(𝛼+3𝛽+9𝛾)𝑠

(𝛼+2𝛽+4𝛾)2𝑠
|}]

2

 

 

 = |𝑏|2 (
𝛼+𝛽+𝛾

𝛼+3𝛽+9𝛾
)
2𝑠
[max {1, |1 + 2𝑏 − 2𝑏𝜇

(𝛼+3𝛽+9𝛾)𝑠

(𝛼+2𝛽+4𝛾)2𝑠
|}]

2

 (35) 

But,  

 |𝑎3
𝑖 − 𝜇𝑎2

2𝑖||𝑑3
𝑖 − 𝜇𝑑2

2𝑖| = |(𝑎3
𝑖 − 𝜇𝑎2

2𝑖)(𝑑3
𝑖 − 𝜇𝑑2

2𝑖)| 

 = |𝑎3
𝑖 𝑑3

𝑖 − 𝜇2𝑎2
2𝑖𝑑2

2𝑖 − 𝜇(𝑎3
𝑖 𝑑2

2𝑖 + 𝑎2
2𝑖𝑑3

𝑖 )| 

 ≤ |𝑎3
𝑖 𝑑3

𝑖 − 𝜇2𝑎2
2𝑖𝑑2

2𝑖| 

 ≤ |𝑎3
𝑖 𝑑3

𝑖 − 𝜇𝑎2
2𝑖𝑑2

2𝑖| 

 Thus we have  

 |𝑎3
𝑖 − 𝜇𝑎2

2𝑖||𝑑3
𝑖 − 𝜇𝑑2

2𝑖| ≤ |𝑎3
𝑖 𝑑3

𝑖 − 𝜇𝑎2
2𝑖𝑑2

2𝑖| (36) 

 Using Eqns. (35) and (36), we have  

 |𝑏|2 (
𝛼+𝛽+𝛾

𝛼+3𝛽+9𝛾
)
2𝑠
𝑋 ≤ |𝑎3

𝑖 𝑑3
𝑖 − 𝜇𝑎2

2𝑖𝑑2
2𝑖| ≤ |𝜆|2 (

𝛼+𝛽+𝛾

𝛼+3𝛽+9𝛾
)
2𝑠
𝑌 (37) 

 where 

𝑋 = [max {1, |1 + 2𝑏 − 2𝑏𝜇
(𝛼+3𝛽+9𝛾)𝑠

(𝛼+2𝛽+4𝛾)2𝑠
|}]

2

 and 𝑌 = [max {1, |1 + 2𝜆 − 2𝜆𝜇
(𝛼+3𝛽+9𝛾)𝑠

(𝛼+2𝛽+4𝛾)2𝑠
|}]

2

 

This completes the proof of the Theorem 3.  

Theorem 4 Let 𝑏, 𝜆 be non-zero complex numbers and 𝐷𝛼,𝛽,𝛾
𝑠 𝑓 of the form 𝐷𝛼,𝛽,𝛾

𝑠 𝑓(𝑧) = 𝑧 +

∑ ‍∞
𝑛=2 (

𝛼+𝑛𝛽+𝑛2𝛾

𝛼+𝛽+𝛾
)
𝑠

𝑎𝑛
𝑖 𝑧𝑛 is in 𝑆𝑛

𝑐(𝑏) and 𝐷𝛼,𝛽,𝛾
𝑠 𝑔 of the form 
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𝐷𝛼,𝛽,𝛾
𝑠 𝑔(𝑧) = 𝑧 + ∑ ‍∞

𝑛=2 (
𝛼+𝑛𝛽+𝑛2𝛾

𝛼+𝛽+𝛾
)
𝑠

𝑑𝑛
𝑖 𝑧𝑛 is in 𝑆𝑛

𝑐(𝑏). If 𝐻𝑛 ∈ 𝐻𝑆𝑐(𝑏). Then, for 𝜇 ∈ ℂ, the 

following holds.  

 |𝐴3
𝑖 − 𝜇𝐴2

2𝑖| ≤
1

3
𝑡3
−𝑠|𝜆|max {1, |1 + 2𝜆 − 3𝜆𝜇𝑡2

−𝑠 (𝛼+3𝛽+9𝛾)𝑠

(𝛼+2𝛽+4𝛾)2𝑠
|}
2

 

where 𝐴3
𝑖 = 𝑎3

𝑖 𝑑3
𝑖  and 𝐴2

𝑖 = 𝑎2
𝑖 𝑑2

𝑖  and 

𝜆 ≥ 2|𝑏|2,|𝜆|max[1, |1 + 2𝜆|] ≥ |𝑏|2 (
𝛼+𝛽+𝛾

𝛼+3𝛽+9𝛾
)
𝑠
{max[1, |1 + 2𝑏|]}2 

Proof 4 Using lemma 5 and following the procedure of the proof of the Theorem 3, we have result.  

4 Conclusion 

 The result in this paper shows that the Hadamard product of the linear transformation 

Eqn. (7) in the subclasses in Eqns. (9) and (10) give finer results. It will also be interesting to 

check the effect of the linear transformation given in Eqn. (7) on other subclasses of 

normalized analytic functions.  
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РЕЗЮМЕ 

Рассматривается одна нетиповая задача оптимального управления, описываемая системой интегро-

дифференциальных уравнений типа Вольтерра. 

При различных предположениях доказаны аналоги принципа максимума Понтрягина и линеаризо-

ванного интегрального принципа максимума. 

Ключевые слова: нетиповая задача оптимального управления, функционал качества, функция Га-

мильтона-Понтрягина, принцип максимума, линеаризованный принцип максимума, необходимое усло-

вие оптимальности, допустимое управление. 

ON ONE PROBLEM OF OPTIMAL CONTROL AN INEPAR QUALITY CRITERION 

ABSTRACT 

İn the paper there is a single inepar problem of optimal control described by the Volterra typeintegro-

differential equation. 

With different assumptions, the analogues of the Pontryagin’s maximum principle and the linearized 

integral principle of the maximum are obtained.  

Keywords: the inepar problem of optimal control, quality functional, the function Hamilton-Pontryagin’s, 

maximum principle, linearized integral principle of maximum, necessary optimality condition, admissible 

control. 

TIPƏ AIDOLMAYANKEYFIYYƏTMEYARLI BIROPTIMALIDARƏETMƏ MƏSƏLƏSIHAQQINDA 

XÜLASƏ 

Volterra tipli inteqro-diferensial tənliklər sistemi ilə təsvir olunan heçvə bir tipə aid olmayan bir  optimal 

idarəetmə məsələsinə baxılır. 

Müxtəlif fərziyyələr daxilində Pontryaginin maksimum prinsipinin və xəttiləşdirilmiş inteqral maksimum 

prinsipinin analoqları isbat edilmişdir. 

Açar sözlər:Tipə aid olmayanoptimal idarəetmə məsələsi, keyfiyyət meyarı, Hamilton-Pontryagin 

funksiyası, maksimum prinsipi, xəttiləşdirilmiş maksimum prinsipi, optimallıq üçün zəruri şərt, mümkün idarə. 

 

 

1. Введение.В монографии [1] Н.Н.Моисеев изучил ряд задач оптимального 

управления, описываемые обыкновенными дифференциальными уравнениями и с 

нетиповым критерием качества, которые возникают при решении различных задач 

синтеза, а также в ряде прикладных исследований. 

В предлагаемой работе аналогичная задача из [1] рассматривается для системы 

интегро-дифференциальных уравнений типа Вольтерра. Установлены аналоги 

принципа максимума Понтрягина и линеаризованного интегрального принципа 

максимума (см., например, [2, 3]). 
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2. Постановка задачи.Пусть 𝑇 = [𝑡0, 𝑡1] −заданный отрезок, 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟 − заданное не-

пустое и ограниченное множество. 

Предположим, что управляемый процесс описывается системой интегро-

дифференциальных уравнений типа Вольтерра 

𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) + ∫𝐾(𝑡, 𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

,‍‍‍𝑡 ∈ 𝑇,‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍(1) 

с начальным условием 

‍𝑥(𝑡0) = 𝑥0.‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍(2) 

Здесь 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢),𝐾(𝑡, 𝜏, 𝑥, 𝑢)– заданные непрерывные по совокупности переменных 

вместе с частными производными по 𝑥,n-мерные вектор-функции, 𝑥0 −заданный 

постоянный вектор, 𝑢(𝑡) −r – мерный кусочно-непрерывный (с конечным числом точек 

разрыва первого рода) вектор управляющих воздействий со значениями из заданного 

непустого и ограниченного множества𝑈, т.е. 

𝑢(𝑡) = 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟, 𝑡 ∈ 𝑇.‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍(3) 

Такие управляющие функции назовем допустимыми управлениями. 

Предполагается, что каждому допустимому управлению 𝑢(𝑡)соответствует 

единственное кусочно-гладкое решение 𝑥(𝑡) задачи Коши (1)-(2). 

На решениях задачи Коши (1)-(2), порожденных всевозможными допустимыми 

управлениями определим функционал  

𝑆(𝑢) = 𝜑(𝑥(𝑡1)) + ∫ ∫ 𝐹(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑠))

𝑡1

𝑡0

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑠𝑑𝑡.‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍(4) 

Здесь 𝜑(𝑥) – заданная непрерывно дифференцируемая скалярная функция, а 

𝐹(𝑡, 𝑠, 𝑎, 𝑏) − заданная, непрерывная по совокупности переменных  вместе с 𝐹𝑎 и 𝐹𝑏 скал-

ярная функция. 

Задача заключается в нахождении минимального значения функционала (4) при 

ограничениях (1)-(3). 

Допустимое управление𝑢(𝑡),доставляющее минимальное значение функциона-

лу(4) при ограничениях (1) − (3)назовем оптимальным управлением, а соответствую-

щий процесс(𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡)) − оптимальным процессом. 

Считая, чтов рассматриваемой задаче оптимальное управление существует перей-

дем к доказательству необходимых условий оптимальности в рассматриваемой задаче. 

  3.Формула приращения функционала качества и необходимые условия 

оптимальности. Пусть𝑢(𝑡) – фиксированный, а𝑢̅(𝑡) = 𝑢(𝑡) + ∆𝑢(𝑡) −‍произвольный -

допустимые управления.  

Через 𝑥(𝑡) и 𝑥̅(𝑡) = ∆𝑥(𝑡) + 𝑥(𝑡) обозначим решения задачи Коши (1)-(2). 

Тогда ясно, что приращение∆𝑥(𝑡)будет решением задачи 

∆𝑥̇ = 𝑓(𝑡, 𝑥̅, 𝑢̅) − 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) + 
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+ ∫[𝐾(𝑡, 𝜏, 𝑥̅(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) − 𝐾(𝑡, 𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))]𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

,‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍(5) 

∆𝑥(𝑡0) = 0.‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍(6) 

Пусть 𝜓(𝑡) −‍‍пока неизвестная n-мерная вектор функция.  

Из соотношения (5) получим справедливость тождества 

∫ 𝜓′

𝑡1

𝑡0

(𝑡)Δ𝑥̇(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ 𝜓′

𝑡1

𝑡0

(𝑡)[𝑓(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))]𝑑𝑡 + 

+ ∫ 𝜓′

𝑡1

𝑡0

(𝑡) [∫[𝐾(𝑡, 𝜏, 𝑥̅(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) − 𝐾(𝑡, 𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))]𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

] 𝑑𝑡. 

Отсюда, применяя теорему Фубини (см. например, [4, 5]) будем иметь 

∫ 𝜓′

𝑡1

𝑡0

(𝑡)Δ𝑥̇(𝑡)𝑑𝑡 = ∫ 𝜓′

𝑡1

𝑡0

(𝑡)[𝑓(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))]𝑑𝑡 + 

+ ∫ [ ∫ 𝜓′(𝜏)[𝐾(𝜏, 𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡)) − 𝐾(‍𝜏, 𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))]𝑑𝜏

𝑡1

𝑡

]

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡.‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍(7) 

В силу начального условия (5), применяя формулу интегрирования по частям в 

определенном интеграле получаем, что  

∫ 𝜓′

𝑡1

𝑡0

(𝑡)𝑥̇(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜓′(𝑡1)Δ𝑥(𝑡1) − ∫ 𝜓̇′

𝑡1

𝑡0

(𝑡)𝑥(𝑡)𝑑𝑡.‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍(8) 

Учитывая тождества (7) и (8) запишем приращение функционала качества 

∆𝑆(𝑢) = 𝑆(𝑢̅) − 𝑆(𝑢) = [𝜑(𝑥̅(𝑡1)) − 𝜑(𝑥(𝑡1))] + 

+ ∫ ∫[𝐹(𝑡, 𝑠, 𝑥̅(𝑡), 𝑥̅(𝑠)) − 𝐹(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑠))]𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

𝑡1

𝑡0

+ 

+𝜓′(𝑡1)Δ𝑥(𝑡1) − ∫ 𝜓̇′

𝑡1

𝑡0

(𝑡)𝑥(𝑡)𝑑𝑡 − ∫ 𝜓′

𝑡1

𝑡0

(𝑡)[𝑓(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))]𝑑𝑡 + 

+ ∫ [ ∫ 𝜓′(𝜏)[𝐾(𝜏, 𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡)) − 𝐾(‍𝜏, 𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))]𝑑𝜏

𝑡1

𝑡

]

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡.‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍(9) 

Введем аналог функции Гамильтона-Понтрягина в виде 

𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)) = 𝜓′(𝑡)𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) + ∫ 𝜓′(𝜏)𝐾(‍𝜏, 𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝜏

𝑡1

𝑡

. 
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 Тогда формула приращения (9) может быть записано в виде. 

𝑆(𝑢) = [𝜑(𝑥̅(𝑡1))∆𝑥(𝑡1) − 𝜑(𝑥(𝑡1))] + 𝜓′(𝑡1)Δ𝑥(𝑡1) − ∫ 𝜓̇′(𝑡)∆𝑥(𝑡)𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

− 

− ∫ 𝐻(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) − 𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 + 

+ ∫ ∫[𝐹(𝑡, 𝑠, 𝑥̅(𝑡), 𝑥̅(𝑠)) − 𝐹(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑠))]𝑑𝑠𝑑𝑡.‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍(10)

𝑡1

𝑡0

𝑡1

𝑡0

 

Из (10), в силу условий гладкости, наложенные на 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢), 𝐾(𝜏, 𝑡, 𝑥, 𝑢)и 𝐹(𝑡, 𝑠, 𝑎, 𝑏) 

получим, что 

∆𝑆(𝑢) = 𝜑′
𝑥(𝑥(𝑡1)) + 𝜓′(𝑡1)Δ𝑥(𝑡1) − ∫[𝐻(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) − 𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))]

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 − 

− ∫ 𝐻𝑥
′ (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))Δ𝑥(𝑡)

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 − 

− ∫[𝐻𝑥(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) − 𝐻𝑥(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))]
′

𝑡1

𝑡0

Δ𝑥(𝑡)𝑑𝑡 + 

+ ∫ ∫ 𝐹𝑎
′(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑠))Δ𝑥(𝑡)

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

− ∫ ∫ 𝐹𝑏
′(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑠))Δ𝑥(𝑠)

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

+ 

+𝑜1(‖Δ𝑥(𝑡1)‖) − ∫ 𝑜2(‖Δ𝑥(𝑡)‖ )𝑑𝑡 + ∫ ∫ 𝑜3

𝑡1

𝑡𝑜

𝑡1

𝑡0

𝑡1

𝑡0

(‖Δ𝑥(𝑡) + Δ𝑥(𝑠)‖)𝑑𝑠𝑑𝑡.‍‍‍‍‍‍‍‍‍(11) 

Здесь штрих (′) для векторов означает операцию скалярного произведения, а для 

матриц – транспонирования, ‖𝛼‖ норма вектора 𝛼 = (𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑛)′ определяемая 

формулой ‖𝛼‖ = ∑ |𝛼𝑖|
𝑛
𝑖=1 , а 𝑜(𝛼) есть величина более высокого порядка чем 𝛼, т. 

е.
𝑜(𝛼)

𝛼
→ 0при 𝛼 → 0. 

Ясно, что  

∫ ∫ 𝐹𝑏
′(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑠))

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

= ∫ ∫ 𝐹𝑏
′(𝑠, 𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑥(𝑡))

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑠𝑑𝑡

𝑡1

𝑡0

. 

Поэтому, если предположить, что вектор-функция 𝜓(𝑡) является решением задачи 

𝜓̇ = −𝐻𝑥(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)) + ∫ (𝐹𝑎(𝑡, 𝑠, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑠)) + 𝐹𝑏(𝑠, 𝑡, 𝑥(𝑠), 𝑥(𝑡))) 𝑑𝑠,

𝑡1

𝑡0

̇

(12) 

𝜓(𝑡1) = −𝜑𝑥(𝑥(𝑡1)),‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍(13) 
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то формула приращения (11) функционала качества (4) примет вид 

Δ𝑆(𝑢) = − ∫[𝐻(𝑡, 𝑥̅(𝑡), 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) − 𝐻(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))]

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 + 𝑜1(‖Δ𝑥(𝑡1)‖) − 

− ∫ 𝑜2(‖Δ𝑥(𝑡)‖ )𝑑𝑡 + ∫ ∫ 𝑜3

𝑡1

𝑡𝑜

𝑡1

𝑡0

𝑡1

𝑡0

(‖Δ𝑥(𝑡) + Δ𝑥(𝑠)‖)𝑑𝑠𝑑𝑡.‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍(14) 

Перейдем к выводу необходимого условия оптимальности. 

Из задачи Коши (5)-(6) получим, что 

∆𝑥(𝑡) = ∫[𝑓(𝜏, 𝑥̅(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) − 𝑓(𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))]𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

+ 

+ ∫[∫[𝐾(‍𝜏, 𝑠, 𝑥̅(𝑠), 𝑢̅(𝑠)) − 𝐾(‍𝜏, 𝑠, 𝑥(𝑠), 𝑢(𝑠))]𝑑𝑠

𝜏

𝑡0

] 𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

= 

= ∫[𝑓(𝑡, 𝑥̅(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) − 𝑓(𝑡, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))]𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

+ 

+ ∫[∫[𝐾(𝑠, 𝜏, 𝑥̅(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) − 𝐾(𝑠, 𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))]𝑑𝑠

𝑡1

𝜏

] 𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

. 

Отсюда переходя к норме, после некоторых преобразований, применяя лемму 

Гронуолла-Беллмана (см., например, [4 ,5]) получим 

‖∆𝑥(𝑡)‖ ≤ 𝐿1 [∫‖𝑓(𝑡, 𝑥(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) − 𝑓(𝑡, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))‖𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

+ 

+ ∫[∫‖𝐾(𝑠, 𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢̅(𝜏)) − 𝐾(𝑠, 𝜏, 𝑥(𝜏), 𝑢(𝜏))‖𝑑𝑠

𝑡

𝜏

]𝑑𝜏

𝑡

𝑡0

] ,‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍(15) 

где 𝐿1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0некоторая постоянная.  

Пусть𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1) произвольная точка непрерывности управления 𝑢(𝑡),‍𝜀 > 0 

произвольное, достаточно малое число, такое, что 𝜃 + 𝜀 < 𝑡1, а 𝑣 ∈ 𝑈 произвольный 

вектор.  

Специальное приращение допустимого управления 𝑢(𝑡) определим по формуле  

∆𝑢𝜀(𝑡) = {
𝑣 − 𝑢(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜃,𝜃 + 𝜀),
0,‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍𝑡 ∈ 𝑇\[𝜃,𝜃 + 𝜀).‍‍‍

(16) 

Через ∆𝑥𝜀(𝑡) обозначим специальное приращение траектории 𝑥(𝑡), отвечающее 

приращению (16) управления 𝑢(𝑡). 

Из оценки(15)получаем, что  

‖∆𝑥𝜀(𝑡)‖ ≤ 𝐿2𝜀, 𝑡 ∈ 𝑇,‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍(17) 
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где 𝐿2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0некоторая постоянная.  

Учитывая формулу (16) и оценку (17) из формулы приращения (14) получим, что 

𝑆(𝑢 + ∆𝑢𝜀) − 𝑆(𝑢) = −𝜀[𝐻(𝜃, 𝑥(𝜃), 𝑣, 𝜓(𝜃))−𝐻(𝜃, 𝑥(𝜃), 𝑢(𝜃),𝜓(𝜃))] + 𝑜(𝜀). 

Из этого разложения следует 

Теорема 1.Для оптимальности допустимого управления𝑢(𝑡)в задаче (1)-(4) 

необходимо, чтобы неравенство 

𝐻(𝜃, 𝑥(𝜃), 𝑣, 𝜓(𝜃)) − 𝐻(𝜃, 𝑥(𝜃), 𝑢(𝜃), 𝜓(𝜃)) ≤ 0(18) 

выполнялось для всех 𝜃 ∈ [𝑡0, 𝑡1) и 𝑣 ∈ 𝑈. 

Неравенство (18) является аналогом принципа максимума Л.С.Понтрягина для 

рассматриваемой задачи.  

Теперь продолжим исследование рассматриваемой задачи при некоторых допол-

нительных предположениях.  

Пусть множество 𝑈 выпуклое, а𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) и 𝐾(𝜏, 𝑡, 𝑥, 𝑢)имеют непрерывные 

производные также по 𝑢. 

При сделанных предположениях формула приращения (14) функционала качества 

(4) может быть представлено в виде  

Δ𝑆(𝑢) = − ∫ 𝐻𝑢
′ (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))Δ𝑢(𝑡)

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 + 𝑜1(‖Δ𝑥(𝑡1)‖) − 

− ∫ 𝑜3

𝑡1

𝑡0

(‖Δ𝑥(𝑡)‖ + ‖Δ𝑢(𝑡)‖)𝑑𝑡.‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍(19) 

По аналогии с доказательством неравенства (15) доказывается, что  

‖∆𝑥𝜀(𝑡)‖ ≤ 𝐿3 ∫𝑜3

𝑡

𝑡0

‖Δ𝑢(𝜏)‖𝑑𝜏,‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍(20) 

где 𝐿3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0некоторая постоянная.  

В силу выпуклости множества 𝑈, специальное приращение допустимого управле-

ния 𝑢(𝑡) можно определить по формуле  

∆𝑢𝜇(𝑡) = 𝜇[𝑣(𝑡) − 𝑢(𝑡)],‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍(21) 

где 𝜇 ∈ [0,1] − произвольное число, а 𝑣(𝑡) − произвольное допустимое управление. 

Пусть ∆𝑥𝜇(𝑡) специальное приращение траектории 𝑥(𝑡), отвечающее приращению 

(21) управления 𝑢(𝑡). 

Тогда из оценки (20) следует, что  

‖∆𝑥𝜇(𝑡)‖ ≤ 𝐿4𝜇, 𝑡 ∈ 𝑇,‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍(22) 

где 𝐿4 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 > 0некоторая постоянная.  
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Принимая во внимание формулу (21) и оценку (22), из (19) получим справедли-

вость разложения 

𝑆(𝑢 + 𝜇[𝑣 − 𝑢]) − 𝑆(𝑢) = −𝜇 ∫ 𝐻𝑢
′ (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))(𝑣(𝑡) − 𝑢(𝑡))

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 + 𝑜(𝜇).‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍(23) 

Из разложения (23) следует 

Теорема 2. Если множество 𝑈 выпукло, а 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑢) и 𝐾(𝜏, 𝑡, 𝑥, 𝑢) имеют также по 𝑢 

непрерывные производные, то для оптимальности допустимого управления 𝑢(𝑡)в зада-

че (1)-(4) необходимо, чтобы неравенство 

∫ 𝐻𝑢
′ (𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))(𝑣(𝑡) − 𝑢(𝑡))

𝑡1

𝑡0

𝑑𝑡 ≤ 0‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍‍(24) 

выполнялось для всех 𝑣(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ 𝑇. 

Условие оптимальности (24) является аналогом линеаризованного интегрального 

принципа максимума. Из негоиспользуя произвольность допустимого управле-

ния𝑣(𝑡)можно получить   поточечное  линеаризованное необходимое условие  опти-

мальности(дифференциальный  принцип максимума[2]). 
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НЕОБХОДИМЫЕ УСЛОВИЯОПТИМАЛЬНОСТИ В ОДНОЙ 

НЕЛОКАЛЬНОЙ ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ, 

ОПИСЫВАЕМОЙ РАЗНОСТНЫМ УРАВНЕНИЕМ ВОЛЬТЕРРА 

М.Я.НАДЖАФОВА 

Институт Систем управления НАН Азербайджана 

nacafova.melahet@mail.ru 

РЕЗЮМЕ 

Рассматривается задача оптимального управления, описываемая системой разностных уравнений 

Вольтерра с нелокальными краевыми условиями. При предположении выпуклости, множества допустимых 

скоростей рассматриваемой системы уравнений вычислена специальная формула приращения функционала 

качества. Полученная формула приращения позволила получить необходимое условие оптимальности типа 

дискретного принципа максимума носящий глобальный характер. В случае выпуклости области управления 

доказан аналог дискретного линеаризованного принципа максимума, имеющий конструктивный характер. 

Ключевые слова: нелокальная задача оптимального управления, функционал качества, функция Гамиль-

тона-Понтрягина, принцип максимума, разностное уравнение Вольтерра, дискретный принцип максимума, 

линеаризованный принцип максимума, необходимое условие оптимальности. 

NECESSARY OPTIMALITY CONDITIONS IN ONE OPTIMAL CONTROL PROBLEM DESCRIBED                    

OF VOLTERRA DIFERENCE EQUATION 

ABSTRACT 

The problem of optimal control described by Volterra system of difference equations with non-local boundary 

conditions is described.  

Assuming the convexity, of the set of allowable velocities of the system of equations ,under the consideration a 

special increment of the quality functional was computed.The obtained increment formulaallouwed, to formulate the 

necessary optimality condition of the discrete maximum principle type having global character .In case of convexity of 

control domain analogue of linearized principle of maximum principle is proved having constructive character, 

necessary optimality condition. 

Keywords:non-local boundary condition, difference equations Volterra, discrete principle of maximum, analogue 

linearization maximum principle , necessary optimality condition. 

VOLTERRA FƏRQ TƏNLİKLƏR SİSTEMİ İLƏ TƏSVİR OLUNAN BİR LOKAL OLMAYAN OPTIMAL 

IDARƏETMƏ MƏSƏLƏSINDƏ OPTİMALLIQ ÜÇÜN ZƏRURİ ŞƏRTLƏR 

XÜLASƏ 

Lokal olmayan sərhəd şərtli Volterra fərq tənliklər sistemi ilə təsvir olunan optimal idarəetmə məsələsinə baxılır. 

Baxılan tənliklər sisteminin mümkün sürətlər çoxluğunun qabarıq olması şərti ilə keyfiyyət funksionalının xüsusi 

artımı hesablanmışdır. Alınmış artım düsturu optimallıq üçün qlobal xarakter daşıyan diskret maksimum prinsipi tipli 

zəruri şərt almağa imkan vermişdir. İdarə oblastı qabarıq olan halda diskret xəttiləşdirilmiş makaimum prinsipinin 

konstruktiv xarakter daşıyan analoqu isbat edilmişdir. 

Açar sözlər: Lokal olmayanm əsələ, Volterra tip fərq tənliyi, diskret maksimum prinsipi, xəttiləşdirilmiş 

maksimum prinsipi, optimallıq üçün zəruri şərt. 

 

1. Введение.В работах [1, 2] были изучены ряд задач оптимального управления, 

описываемые обыкновенными разностными уравнениями с нелокальными краевыми 

условиями.Были установлены ряд необходимых условий оптимальности. 



Об одной задаче оптимального управления с нетиповым критерием качества 

77 

В предлагаемой работе рассматривается нелокальная задача оптимального управ-

ления, описываемая системойнелинейных разностных уравнений Вольтерра.При 

различных предположениях установлен ряд необходимых условий оптимальности.  

2. Постановка задачи. Пусть 𝑇 = {𝑡0, 𝑡0 + 1, 𝑡1 − 1} −заданный «дискретный отре-

зок», 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟 − заданное непустое и ограниченное множество. 

Предположим, что управляемый дискретныйпроцесс описывается системой раз-

ностных уравнений типа Вольтерра 

𝑥(𝑡 + 1) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡)) + ∑[𝐵(𝑡, 𝜏)𝑥(𝜏) + 𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑢(𝜏))]

𝑡

𝜏=𝑡0

, 𝑡 ∈ 𝑇, (1) 

с краевыми условиями 

𝐿0𝑥(𝑡0) + 𝐿1𝑥(𝑡1) = 𝑙. (2) 

Здесь𝐴(𝑡), 𝐵(𝑡, 𝜏)– заданные n-мерные вектор-функции,𝐿0, 𝐿1 − заданные (𝑛 × 𝑛)пос-

тоянные матрицы,𝑙 −заданный постоянный вектор,‍𝑓(𝑡, 𝑢)(𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑢)) −заданная непре-

рывная по 𝑢 и дискретная по 𝑡((𝑡, 𝜏))n-мерная вектор-функция, 𝑢(𝑡) −r – мерный диск-

ретныйвектор управляющих воздействий, удовлетворяющий ограничению(допусти-

мое управление) 

𝑢(𝑡) = 𝑈 ⊂ 𝑅𝑟, 𝑡 ∈ 𝑇. (3) 

На решениях краевой задачи (1)-(2), порожденных всевозможными допустимыми 

управлениями определим функционал  

𝑆(𝑢) = 𝜑(𝑥(𝑡0), 𝑥(𝑡1)). (4) 

Здесь 𝜑(𝑎, 𝑏) – заданная непрерывно дифференцируемая скалярная функция. 

Задача заключается в нахождении минимального значения функционала (4) при 

ограничениях (1)-(3). 

Допустимое управление𝑢(𝑡),доставляющее минимальное значение функционалу 

(4) при ограничениях (1) − (3)назовем оптимальным управлением, а соответствующий 

процесс(𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡)) − оптимальным процессом. 

Целью работы является вывод необходимых условий оптимальности в рассмат-

риваемой задаче.  

3. Формула приращения функционала качества и необходимое условие оп-

тимальности типа дискретного принципа максимума. Пусть(𝑢(𝑡), 𝑥(𝑡)) – фиксиро-

ванный, а(𝑢̅(𝑡) = 𝑢(𝑡) + ∆𝑢(𝑡), 𝑥̅(𝑡) = ∆𝑥(𝑡) + 𝑥(𝑡)) −‍произвольный допустимые процессы.  

Тогда из краевой задачи (1)-(2) получаем, что приращение∆𝑥(𝑡)будет решением 

краевой задачи 

∆𝑥(𝑡 + 1) = 𝐴(𝑡)∆𝑥(𝑡) + 𝑓(𝑡, 𝑢̅(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡)) + 

+ ∑[𝐵(𝑡, 𝜏)∆𝑥(𝜏) + 𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑢̅(𝜏)) − 𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑢(𝜏))]

𝑡

𝜏=𝑡0

, (5) 

𝐿0∆𝑥(𝑡0) + 𝐿1∆𝑥(𝑡1) = 0. (6) 
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Пусть λ∈ 𝑅𝑛и 𝜓(𝑡) ∈ 𝑅𝑛 −‍пока произвольныеn-мерные постоянный ивектор функ-

ция соответственно.  

Тогда из соотношений (5) и (6) получаем, что 

∑ 𝜓′(𝑡)𝛥𝑥(𝑡 + 1)

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

= ∑ 𝜓′(𝑡)[𝑓(𝑡, 𝑢̄(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡))]

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

+‍ 

+ ∑ [∑ 𝜓′(𝑡)[𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑢̄(𝜏)) − 𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑢(𝜏))]

𝑡

𝜏=𝑡0

]

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

+ ∑ 𝜓′(𝑡)𝐴(𝑡)∆𝑥(𝑡)

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

+ 

+ ∑ [∑ 𝐵(𝑡, 𝜏)∆𝑥(𝜏)

𝑡

𝜏=𝑡0

]

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

, (7) 

λ′𝐿0∆𝑥(𝑡0) + λ′𝐿1∆𝑥(𝑡1) = 0. (8) 

Используя аналог формулыФубини (см. например, [3, 4]) получим, что 

∑ [∑ 𝜓′(𝑡)[𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑢̄(𝜏)) − 𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑢(𝜏))]

𝑡

𝜏=𝑡0

]

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

= ∑ [ ∑ 𝜓′(𝜏)[𝑔(𝜏, 𝑡, 𝑢̄(𝑡)) − 𝑔(𝜏, 𝑡, 𝑢(𝑡))]

𝑡1−1

𝜏=𝑡

]

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

. (9) 

Далее доказывается, что  

∑ 𝜓′(𝑡)𝛥𝑥(𝑡 + 1)

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

= 𝜓′(𝑡1 − 1)𝛥𝑥(𝑡1) + 𝜓′(𝑡0 − 1)𝛥𝑥(𝑡0) + ∑ 𝜓′(𝑡 − 1)𝛥𝑥(𝑡)

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

. (10) 

Введя обозначение 

𝐻(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡)) = 𝜓′(𝑡)𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡)) + ∑ 𝜓′(𝜏)𝑔(𝜏, 𝑡, 𝑢(𝑡))

𝑡1−1

𝜏=𝑡

 

и учитывая тождества (7) - (10),формула приращения функционала качествапре-

дставляется в виде 

∆𝑆(𝑢) = 𝑆(𝑢̅) − 𝑆(𝑢) = [𝜑(𝑥̅(𝑡0), 𝑥̅(𝑡1)) − 𝜑(𝑥(𝑡0), 𝑥(𝑡1))] + λ′𝐿0∆𝑥(𝑡0) + λ′𝐿1∆𝑥(𝑡1) + 

+𝜓′(𝑡1 − 1)𝛥𝑥(𝑡1) − 𝜓′(𝑡0 − 1)𝛥𝑥(𝑡0) − ∑ 𝜓′(𝑡)𝐴(𝑡)∆𝑥(𝑡)

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

− 

− ∑ ∑ 𝜓′(𝜏)𝐵(𝜏, 𝑡)∆𝑥(𝑡)

𝑡1−1

𝜏=𝑡

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

− ∑[𝐻(𝑡, 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) − 𝐻(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))]

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

+ 

+ ∑ 𝜓′(𝑡 − 1)𝛥𝑥(𝑡)

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

. (11) 

Из формулы приращения (11),используя формулу Тейлора получим 

𝑆(𝑢) =
𝜕𝜑′(𝑥(𝑡0), 𝑥(𝑡1))

𝜕𝑎
∆𝑥(𝑡0) +

𝜕𝜑′(𝑥(𝑡0), 𝑥(𝑡1))

𝜕𝑏
∆𝑥(𝑡1) + 𝑜2(‖Δ𝑥(𝑡1)‖) + 
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+λ′𝐿0∆𝑥(𝑡0) + λ′𝐿1∆𝑥(𝑡1) + 𝜓′(𝑡1 − 1)𝛥𝑥(𝑡1) − 𝜓′(𝑡0 − 1)𝛥𝑥(𝑡0) + ∑ 𝜓′(𝑡 − 1)𝛥𝑥(𝑡)

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

− 

− ∑ 𝜓′(𝑡)𝐴(𝑡)∆𝑥(𝑡)

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

− ∑ ∑ 𝜓′(𝜏)𝐵(𝜏, 𝑡)∆𝑥(𝑡)

𝑡1−1

𝜏=𝑡

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

− 

− ∑[𝐻(𝑡, 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) − 𝐻(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))]

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

. (12) 

Предположим, что вектор-функция 𝜓(𝑡) и постоянный вектор λ удовлетворяют 

соотношениям  

𝜓(𝑡 − 1) = 𝐴′(𝑡)𝜓(𝑡) + ∑ 𝐵′(𝜏, 𝑡)𝜓(𝜏)

𝑡1−1

𝜏=𝑡

, (13) 

𝜓 (𝑡1 − 1) = −
𝜕𝜑′(𝑥(𝑡0), 𝑥(𝑡1))

𝜕𝑏
− 𝐿1

′λ, 

𝜓 (𝑡0 − 1) =
𝜕𝜑′(𝑥(𝑡0), 𝑥(𝑡1))

𝜕𝑎
+ 𝐿0

′λ. (14) 

Соотношения (13), (14) назовем сопряженной системой рассматриваемой задачи. 

Тогда формула приращения (12) критерия качества примет вид 

Δ𝑆(𝑢) = − ∑[𝐻(𝑡, 𝑢̅(𝑡), 𝜓(𝑡)) − 𝐻(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))]

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

+ 𝑜1(‖Δ𝑥(𝑡0)‖) + 𝑜2(‖Δ𝑥(𝑡1)‖). (15) 

Введем в рассмотрение множество  

𝑓(𝑡, 𝑈) + ∑ 𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑈)

𝑡

𝜏=𝑡0

= {𝛼: 𝛼 = 𝑓(𝑡, 𝑣(𝑡)) + ∑ 𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑣(𝜏))

𝑡

𝜏=𝑡0

, 𝑣(𝜏) ∈ 𝑈, 𝜏 ∈ 𝑇} . (16) 

Предположим, что множество (16) при всех (𝑡, 𝜏) выпуклое, а 𝜀 ∈ [0,1] произволь-

ное число. 

Через 𝑣(𝑡, 𝜀) обозначим произвольное допустимое управление, такое, что  

𝑥(𝑡 + 1, 𝜀) = 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡, 𝜀) + 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡, 𝜀)) + ∑[𝐵(𝑡, 𝜏)𝑥(𝜏, 𝜀) + 𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑢(𝜏, 𝜀))]

𝑡1

𝜏=𝑡0

≡ 

≡ (1 − 𝜀) [𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡, 𝜀)) + ∑ 𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑢(𝜏, 𝜀))

𝑡1

𝜏=𝑡0

+ 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡, 𝜀) + ∑ 𝐵(𝑡, 𝜏)𝑥(𝜏, 𝜀)

𝑡1

𝜏=𝑡0

] + 

+𝜀 [𝑓(𝑡, 𝑣(𝑡)) + ∑ 𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑣(𝜏))

𝑡1

𝜏=𝑡0

+ 𝐴(𝑡)𝑥(𝑡, 𝜀) + ∑ 𝐵(𝑡, 𝜏)𝑥(𝜏, 𝜀)

𝑡1

𝜏=𝑡0

] (17) 

 

𝑥(𝑡0, 𝜀) = 𝑥0, (18) 
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где 𝑣(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ 𝑇 произвольное допустимое управление. 

Положим 

𝑦(𝑡, 𝑥) =
𝜕𝑥(𝑡, 𝜀)

𝜕𝜀
|
𝜀=0

. 

Учитывая условия гладкости, наложенные на 𝑓(𝑡, 𝑢) и 𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑢), а также (17) и (18), 

доказывается справедливость разложения  

∆𝑥(𝑡, 𝜀) = 𝑥(𝑡, 𝜀) − 𝑥(𝑡) = 𝜀𝑦(𝑡) + 𝑜(𝜀), (19) 

где𝑦(𝑡) является решением аналога уравнения в вариациях [5, 6] 

𝑦(𝑡 + 1) = 𝐴(𝑡)𝑦(𝑡) + ∑ 𝐵(𝑡, 𝜏)𝑦(𝜏)

𝑡1

𝜏=𝑡0

+ [𝑓(𝑡, 𝑣(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑢(𝑡))] + 

+∑[𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑣(𝜏)) − 𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑢(𝜏))]

𝑡

𝜏=𝑡0

, 

𝐿0𝑦(𝑡0) + 𝐿1𝑦(𝑡1) = 0. 

Учитывая формулу (19) в формуле приращения (15) приходим к разложению 

𝑆(𝑢(𝑡, 𝜀)) − 𝑆(𝑢(𝑡)) = −𝜀 ∑[𝐻(𝑡, 𝑣(𝑡), 𝜓(𝑡)) − 𝐻(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))]

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

+ 𝑜(𝜀). 

Из полученного разложения следует справедливость утверждения 

Теорема 1.Если множество (16) выпукло, то для оптимальности допустимого 

управления 𝑢(𝑡)в рассматриваемой задаче необходимо, чтобы неравенство 

∑[𝐻(𝑡, 𝑣(𝑡), 𝜓(𝑡)) − 𝐻(𝑡, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))]

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

≤ 0‍(20) 

выполнялось для всех 𝑣(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ 𝑇. 

Неравенство (20) является аналогом дискретного принципа максимума[5, 6] для 

рассматриваемой задачи.  

Линеаризованный принцип максимума. Предположим, что множество 𝑈 

выпуклое, а вектор-функции 𝑓(𝑡, 𝑢) и 𝑔(𝑡, 𝜏, 𝑢)имеют непрерывные производные также 

по𝑢. Тогда из формулы приращения (15) применяя формулу Тейлора, получаем, что 

Δ𝑆(𝑢) = − ∑ 𝐻𝑢
′ (𝑡, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))Δ𝑢(𝑡)

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

+ 𝑜1(‖Δ𝑥(𝑡0)‖) + 𝑜2(‖Δ𝑥(𝑡1)‖) − ∑ 𝑜3(‖Δ𝑢(𝑡 )‖)

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

. (21) 

Пусть 𝜀 ∈ [0,1] произвольное число, а 𝑣(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ 𝑇 произвольное допустимое уп-

равление. Тогда специальное приращение допустимого управления 𝑢(𝑡 ) можно оп-

ределить по формуле 

∆𝑢𝜀(𝑡) = 𝜀[𝑣(𝑡) − 𝑢(𝑡)]. (22) 

Через∆𝑥𝜀(𝑡) обозначим специальное приращение траектории 𝑥(𝑡), отвечающее 

приращению (22) управления 𝑢(𝑡). 
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Ясно, что ∆𝑥𝜀(𝑡) является решением линеаризованной системы 

∆𝑥𝜀(𝑡 + 1) = 𝐴(𝑡)∆𝑥𝜀(𝑡) + 𝜀𝑓𝑢(𝑡, 𝑢(𝑡))(𝑣(𝑡) − 𝑢(𝑡)) + ∑ 𝐵(𝑡, 𝜏)∆𝑥𝜀(𝑡)

𝑡

𝜏=𝑡0

+ 

+𝜀 ∑[𝑔𝑢(𝑡, 𝜏, 𝑣(𝜏))(𝑣(𝜏) − 𝑢(𝜏)) + 𝑜4(‖Δ𝑢(𝑡 )‖)]

𝑡1

𝜏=𝑡0

, (23) 

𝐿0∆𝑥𝜀(𝑡0) + 𝐿1∆𝑥𝜀(𝑡1) = 0. (24) 

Используя линеаризованную задачу (23)-(24) доказывается справедливость разло-

жения  

∆𝑥𝜀(𝑡) = 𝜀𝑙(𝑡) + 𝑜(𝜀; 𝑡). (25) 

Здесь 𝑙(𝑡) является решением краевой задачи 

𝑙(𝑡 + 1) = 𝐴(𝑡)𝑙(𝑡) + ∑[𝑔𝑢(𝑡, 𝜏, 𝑣(𝜏))(𝑣(𝜏) − 𝑢(𝜏)) + 𝐵(𝑡, 𝜏)𝑙(𝑡)]

𝑡1

𝜏=𝑡0

,‍ 

𝐿0𝑙(𝑡0) + 𝐿1𝑙(𝑡1) = 0. 

Учитывая разложение (25) из формулы приращения (21) будем иметь 

𝑆(𝑢 + ∆𝑢𝜀) − 𝑆(𝑢) = −𝜀 ∑ 𝐻𝑢
′ (𝑡, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))(𝑣(𝑡) − 𝑢(𝑡))

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

+ 𝑜(𝜀). 

Из полученного разложения следует 

Теорема 2. Если множество 𝑈 выпуклое, то для оптимальности допустимого управ-

ления 𝑢(𝑡)необходимо, чтобы неравенство 

∑ 𝐻𝑢
′ (𝑡, 𝑢(𝑡), 𝜓(𝑡))(𝑣(𝑡) − 𝑢(𝑡))

𝑡1−1

𝑡=𝑡0

≤ 0‍(26) 

выполнялось для всех 𝑣(𝑡) ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ 𝑇. 

Неравенство (26) является аналогом линеаризованного условия максимума. 
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ABSTRACT 

This paper deals with the process described by the equation of thermal conductivity with a non-classical 

boundary condition. First, controllability for the equation of thermal conductivity with non-classical boundary 

conditions has been studied [1]. The theories of controllability and observability for ordinary dynamical systems 

have been sufficiently studied. The necessary and sufficient controllability conditions for a linear system are 

expressed through the fundamental matrix of the conjugate system [2]. The concept and definition of the 

controllability of the system described by partial differential equations requires expansion. This extension 

depends on the problem at hand.  

Keywords: non-classical boundary conditions, optimal control, thermal conductivity, parabolic type 

equations. 

ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ, ОПИСЫВАЕМЫЕ УРАВНЕНИЯМИ 

ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА (НЕКЛАССИЧЕСКИЕ ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ)  

РЕЗЮМЕ 

В данной работе рассматривается процесс, описываемый уравнением теплопроводности с некласси-

ческим граничным условием. Во-первых, исследована управляемость для уравнения теплопроводности с 

неклассическими граничными условиями [1]. Теории управляемости и наблюдаемости обычных 

динамических систем достаточно изучены. Необходимые и достаточные условия управляемости линейной 

системы выражаются через фундаментальную матрицу сопряженной системы [2]. Понятие и определение 

управляемости системы, описываемой уравнениями в частных производных, требуют расширения. Это 

расширение зависит от решаемой проблемы. 

Ключевые слова: неклассические граничные условия, оптимальное управление, теплопровод-

ность, уравнения параболического типа. 

PARABOLİK TİP TƏNLİKLƏR İLƏ TƏSVİR EDİLƏN OPTİMAL İDARƏ PROBLEMLƏRİ (QEYRİ-

KLASSİK SƏRHƏD ŞƏRTLƏRİ) 

XÜLASƏ 

Bu yazıda biz qeyri-klassik sərhəd şərti ilə istilik tənliyi ilə təsvir edilən prosesi nəzərdən keçiririk. Əvvəlcə 

qeyri-klassik sərhəd şərtləri ilə istilik tənliyi üçün idarəolunma qabiliyyəti öyrənilmişdir [1]. Adi dinamik 

sistemlərin idarə oluna bilməsi və müşahidə oluna bilməsi nəzəriyyələri kifayət qədər öyrənilmişdir. Xətti 

sistemin idarə oluna bilməsi üçün zəruri və kafi şərtlər birləşən sistemin əsas matrisi ilə ifadə edilir [2]. Qismən 

diferensial tənliklərlə təsvir edilən sistemin idarə oluna bilməsi anlayışı və tərifi genişlənmə tələb edir. Bu uzantı 

həll olunan problemdən asılıdır. 

 Açar sözlər: qeyri-klassik sərhəd şərtləri, optimal idarəetmə, istilik keçiriciliyi, parabolik tipli tənliklər. 

 

Introduction. Let the control object in the аrea   TtxtxDT  0,10,,  be 

described by the equation 

  TDintxu
x

y

t

y
,

2

2











 (1) 

https://www.google.com/url?esrc=s&q=&rct=j&sa=U&url=https://translate.google.com/%3Fhl%3Dru&ved=2ahUKEwiC3-7EwJD4AhXJR_EDHblEBCYQFnoECAIQAg&usg=AOvVaw3zpGLf7mjQ8vX-CrmIPVy5
https://www.google.com/url?esrc=s&q=&rct=j&sa=U&url=https://translate.google.com/%3Fhl%3Dru&ved=2ahUKEwiC3-7EwJD4AhXJR_EDHblEBCYQFnoECAIQAg&usg=AOvVaw3zpGLf7mjQ8vX-CrmIPVy5
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with boundary conditions 

       Tttytyty xx ,0,,1,0,0,0 
 (2) 

and with first conditions 

     1,0,0, 0  xxyxy
 (3) 

where u(x,t) - density of thermal sources at a point x in time t. There are no restrictions on 

control. 

Research method.  

Unlike the finite-dimensional case, in the infinite-dimensional case, controllability is 

defined as follows. 

A system whose state is defined as solving problem (1)-(3) is called manageable if the 

observation is  txyCy u ,  sweeps the subspace dense in space  TDW 0,1

2 , when 

controlling  txu ,  runs through the whole space )(2 TDL . It is proved that the system 

whose state is defined as the solution of problem (1)-(3) is manageable.  

Further studies the controllability of the system, which is defined as the solution of the 

equation 

    TDinytxb
x

y
xa

xt

y
,






















 (4) 

with boundary conditions 

     tytyty xx ,1,0,0,0 
 (5) 

and with first conditions 

 

   xuxy 0,
 (6) 

Here as a valid control of its u(x) we will consider functions from space L2(0,1).  

It is proved that if there is an inverse uniqueness of the problem (4) - (6), and then the 

system whose state is defined as the solution of the problem (4) - (6) is manageable. In 

addition, the manageability of the task has been proven here 

    TDinyxb
x

y
xa

xt

y























 (7) 

  10,00,  xxy  (8) 

 

        Tttutytyty xx  0,,1,0,0,0

 (9) 



Huseynova Aygun Nazim k. 

84 

where,    TLtu ,02  - control. 

Next, the optimal speed control is considered, for the equation of thermal conductivity 

with a non-classical boundary condition. The problem of the existence of optimal controls 

occupies a fundamental position in the theory of optimal processes and plays an important 

role in solving practical problems. 

Let the process to be described by a function  txy , , which is within the region 

  TtxtxDT  0,10:, , satisfies the equation 

 txu
x

y

t

y
,

2

2










 (10) 

with initial conditions 

   xyxy 00,   (11) 

and with boundary conditions 

     tytyty xx ,1,0,0,0   (12)  

where  xy0
- given function,  txu ,  - control. 

Let the class of permissible controls U  convex, closed and limited subset of space 

 TDL2 . 

The theorem is proved later in this section. The problem (10)-(12) is unambiguously 

solvable  DW 1,2

0,2  at  1,0
1

2

0

W , i.e. there is a solution almost everywhere D.  

To specify a function    1,02Lx   in the selected class of valid controls, you need to 

specify control   Utxu ,*
 such that the decision corresponding to it  txy ,*

 problems 

(10) - (12) satisfied the condition 

   xxy  0

* ,  (13) 

Here with  T,00   took the lowest possible value. 

The following theorem has been proved in this case. If there is a control   Utxu , . 

such that the decision corresponding to it y(x,t) the problem satisfies the condition 

   xxy  ,  

For some value  T,0 , then there is a control  txu ,* that is optimal in the sense of 

performance, i.e. the corresponding solution  txy ,*  satisfies the condition 

     inf,, 00

*  xxy . 

In addition, this section discusses border control. 

Аdditionally this section discusses edge control.  
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 The process is described by the equation 

  txf
x

y

t

y
,

2

2










 (14) 

with conditions 

   xyxy 00,   (15) 

       tutytyty xx  ,0,1,0,0  (16) 

Class of valid controls   Utu convex, bounded, closed subset  TL ,02 . Suppose that 

K - is a weakly, closed subset of the space in  1,02L . 

Let there be control   Utu  such that the decision corresponding to it y(x,t) problems 

(14) - (16) satisfies the condition, 

   TforKxy ,0,   . 

Then there is control   Utu optimal in terms of performance. 

   inf,, 00

* Kxy  

Further studies the relativity of optimal speed control for the controlled process descri-

bed by the thermal conductivity equation with a non-classical boundary condition. 

 Let the state of the system be defined as the solution of the problem 

   

   

     



























Tttytyty

xxyxy

Dintuxp
x

y

t

y

xx

T

0,,1,0,0,0

,10,0,

,

0

2

2

 (17) 

Where    xyxp 0,  - are given functions from  1,02L  for the set of permissible occur-

rences are taken functions         everywherealmosttuTLtuuUtu 1,,0, 2   . 

For each allowable control  tu  there is only one generalized solution  txy ,  problems 

(17), which with the help of the function  tsxG ,,  can be represented as 

              
1

0 0

1

0

0 ,,,,,
t

dsdusptsxGdssytsxGtxy   (18) 

For a given function  x  from  1,02L  it is necessary to find a control   Utu * , 

such that the corresponding solution  txy ,*  problems (17) satisfied the condition 

   xtxy ,*  (19) 

Where 0  - the lower face of the value   for which the condition is met 
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   xxy  ,  

For some solution  txy ,  problems (17) and some  T,0 . 

Theorem 1. Let there be control   Utu  such that the decision corresponding to it 

 txy ,  problem (17) satisfies the condition    xxy  ,  for some  T,0 . Then there 

is control   Utu * , optimal control in terms of performance: 

     inf,, 00

*  xxy  

Further proves the relativity of optimal control in terms of speed. 

Theorem 2. Let   Utu *  is optimal control in terms of speed. Then 

   0

* 0,on everywherealmost 1 tu . In addition, first-order optimization conditions are 

introduced here. The conjugate state is defined as the solution of the problem: 

   

     


























tztztz

xhxz

Din
x

z

t

z

x

T

,1,0,0,1

,

0

0

2

2

  (20) 

The following theorem is proved below: 

Theorem 3. Let   Utu *  is optimal control in terms of speed. Then there is a solution 

 txz ,  of the conjugate problem (17) such that for any  1,0u  inequality is fulfilled 

        0

*
1

0

,00, oneverywherealmosttuudxxptxz 







  

Then the problem of control with a minimum energy for an object described by the 

equation of thermal conductivity with a non-classical boundary condition is studied. 

Let the controlled process be described by a function  txy ,  that satisfies the equation 

  TDintxu
x

y
a

t

y
,

2

2
2 








 (21) 

With initial conditions 

    10,0, 0  xxyxy  (22) 

And with boundary conditions  

     tytyty xx ,0,1,0,0   (23) 

A lot of acceptable controls U  is space  TDL2 . 

For each valid control  txu ,  there is only one generalized solution  txy ,  problems 

(21)-(23), which with the help of the function  tsxG ,,  can be represented as  
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           dsdsutsxGdssytsxGtxy
t

,,,,,,
1

0 0

1

0

0     (24) 

For a given function  x  from  1,02L  you need to specify the control  txu ,*  such 

that the corresponding solution  txy ,*  problems (21)-(23) satisfied the condition 

   xTxy ,*

 (25) 

At the same time, the functionality 

  





0 0

2

k

T

k dttuJ  (26) 

took the smallest possible value, where 

      
1

0

,...2,1,0,, kdxxYtxutu kk  (27) 

using the solution representation (24), condition (25) can be written as 

       
T

xdsdsuTsxG
0

1

0

,,,   (28) 

where 

       
1

0

0,, dssyTsxGxx   

Expanding the function  x  into a biorthogonal series in terms of the system of eigen 

functions and associated functions from (28), we obtain, 

 

   

        




































T

k

tTa

kkk

T

k

tTa

k

T

kdtetutTatu

kdtetu

dttu

k

k

0

212

2

2

0

1212

0

00

,...2,1,2

,...2,1,

2

2











 
(29) 

Thus, it is required to find the control 

     





0

,
k

kk xXtutxu  

Such that the sequence   tuk  satisfies the infinite system of equations (29), while the 

functional 

 





0 0

2

k

T

k dttuJ
 

took the smallest possible value. 

Further, the optimal control is explicitly defined. in addition, boundary control is 

studied here. 

Let the state of the system be defined as a solution to the problem 
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   

       


























Tttutytyty

xxyxy

Din
x

y
a

t

y

xx

T

0,,0,1,0,0

,10,0,

,

0

2

2
2

 (30) 

In this case, the control u(t) is found from the solution of the equation 

          









T

t xdsdttutTsxG
s

tTsxGa
0

1

0

2
2 ,,

2
,,   (31) 

 

Discussion of research work and its results. 

And in the end, the problem of control with minimum energy for an object described by 

the equation of heat propagation in a rectangular plate is studied. This problem is reduced to 

the solution of the equation 

With initial condition 

 
   yxzyxz ,0,, 0

 (32) 

And with boundary conditions 

     

      







txztxztxz

tyztyztyz

yy

xx

,1,,0,,0,0,

,,1,,0,0,,0
 (33) 

It is required to define a control 
),,( tyxu

 in an admissible class, such that the solution 

corresponding to it 
),,( tyxz

 satisfies the condition 

 
   yxTyxz ,,, 

 (34) 

While the functionality 

  





0, 0

2

ji

T

ij dttuI
 (35) 

took the smallest possible value.
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РЕЗЮМЕ 

В данной заботе установлена фредголмовость одной нелокаьной краевой задачи для оператора 

Лапласас помощью необходимых условий, которым должны удовлетворят решения. . 

Ключевые слова. Краевая задача, нелокальная, оператор Лапласа, необходимые условия. 

LAPLAS OPERATORU ÜÇÜN BİRQEYRİ-LOKAL SƏRHƏD MƏSƏLƏSİ 

ХÜLASƏ 

 Мəqalədə щяллərin юдямяли олдуьу зярури шяртлярин кюмяйи иля Лапласоператору цчцн 

гойулмуш бир гейри-локал сярщяд мясялясинин щяллинин фредщолмлуьу эюстярилмишдир. 

Açar sözlər. Sərhəd məsələsi, qeyri-lokal, Laplas operatoru, zəruri şərtlər. 

ONE NON-LOKAL BOUNDARY PROBLEMFOR LAPLASIAN OPERATOR 

ABSTRACT 

 In the paper proved fredgholmarity of one non-lokal boundary problem for Laplasian operator with the 

help of necessary conditions. 

Keywords. Boundary value problem, non-lokal, Laplasian operator, necessary conditions. 

 

Рассматривается следующая нелокальная краевая задача для оператора  

Лапласа: 

DyxUUyxU yyxx  ),(,0),( ,(1) 

 ),0(),(),0(),( 4321 zUzUzUzU xjxjjj   

 




0

26

0

15 ),0(),(),(),( dUzKdUzK jjjj  

 




0

48

0

37 )(),0(),(),(),( zfdUzKdUzK jxjjxjj , 

 )0,(),()0,(),( 4321 zUzUzUzU yjyjjj   

 




0

66

0

55 )0,(),(),(),( dUzKdUzK jjjj    (2) 

)(),(),(),(),(
0

88

0

77 zdzUzKdUzK jyjjyjj  



 , 2;1),,0(  jz  ,  
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где ijij ,, ,  ( 8,1;2,1  ij ) — постоянные,   yxyxD ,0),( . 

Известно, что фундаментальное решение оператора Лапласа имеет вид [1]: 

  ),(),,(,ln
2

1
21 tttyxststsV 


. 

Преобразуя соотношение 

 

),(),,(,0)(),( 21 tttyxsdstsVyxU
D

  

с помощью второй формулы Грина, с учетом свойств фундаментального решения, 

получим: 

   



D

x

D

x dsxtsVUdsxvtsVU ),cos(,cos)(   

-         
 


D D

yy dsyvtsVUdsyvtsVU ,cos,cos  

 

 





















,,0

,,
2

1

,,

Dt

DttU

DttU

  (3) 

где через D  обозначена граница квадрата D , а   — есть внешняя нормаль к границе 

D [2]. 

Определение. Классическим решением уравнения (1) в D  называется любая функ-

ция )()(),( 12 DCDCyxU  , которая при постановке в уравнение обращает его в тож-

дество. 

Выделив случай Dt   в равенстве (3), с учетом свойств фундаментального реше-

ния, будем иметь следующее разложение для решения: 

  






0

2

2

2

121 )()(ln),(
2

1
),( dytytyUttU x

 

  



  dy

tyt

t
yUdytytyU x









0

2

2

2

1

1

0

2

2

2

1
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),(
1

)(ln),0(
2

1
 

  
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tyt
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yU y
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1

0
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1
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2

1

)(
),0(

1
 

   













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2

2

2

1

2

0

2

2

2

1
)()(

),(
1

)(ln)0,(
2

1
dx

ttx

t
xUdxttxxU y

 

Dttdx
ttx

t
xU 


  ),(,
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)0,(

1
21

0

2

2

2

1

2




.  (4) 
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Как следует из (4), чтобы определить решение задачи (1)-(2), мы должны знать все 

те граничные значения, которые входят в это разложение. Эти граничные значения 

могут быть определены из граничных условий (2) и из необходимых условий, которым 

должны удовлетворять решения оператора Лапласа, определенные на квадрате D. 

Разложение (4) содержит следующие восемь граничных значений: 

),0(),,(),,(),0,(),,0(),,(),,(),0,( 21212121 tUtUtUtUtUtUtUtU xyxy  . 

Граничные условия (2) содержат четыре соотношений, которые связаны этими гра-

ничными значениями. Остальные четыре условия мы должны определить с помощью 

необходимых условий. 

Пусть );0(),;(),0;(),0;0(  PPNNMMOO  . Тогда при 

OMtPOtNPtMNt  ,,,  мы получим соотношения для граничных значений 

),( yxU . 

При MNt , т.е. если 1t , получим:  

    dytyyUdytyyUtU xx










0

2

2

2

2

0

2 )(ln),0(
2

1
ln),(

1
),(  

  


  dxtxxUdy
ty

yU y









0

2

2

2

0

2

2

2
)()(ln),(

2

1

)(
),0(

1
 

  



  dx

tx

t
xUdxtxxU y












0

2

2

2

2

0

2

2

2

)()(
),(

1
)(ln)0,(

2

1
 

),0(,
)(

)0,(
1

2

0

2

2

2

2 







  tdx
tx

t
xU  ; (5) 

а если PNt , т.е. 2t , мы будем иметь: 

    dyytyUtU x







0

22

11 )()(ln),(
2

1
),(  

  



  dy

yt

t
yUdyytyU x












0

22

1

1

0

22

1
)()(

),(
1

)(ln),0(
2

1
 

  


  dxtxxUdy
yt

t
yU y






0

22

1

0
22

1

1 )(ln)0,(
2

1

)(
),0(

1
 

),0(,
)(

)0,(
1

ln),(
1

1

0

22

1

1

0
















  tdx
tx

xUdxtxxU y ; (6) 

при OPt , т.е. 01 t , имеем: 

    dytyyUtU x






0

2

2

2

2 )(ln),(
2

1
),0(  



Рамиз Ахмедов 

92 




  dy
ty

yUdytyyU x







0

2

2

2

0

2
)(

1
),(ln),0(

1
 

      dxtxxUdxtxxU yy







0

2

2

2

0

2

2

2 ln)0,(
2

1
)(ln),(

2

1
 

),0(,)0,(
1

)(
),(

1
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0
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2

2

2

0
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2

2

2 
















 tdx

tx

t
xUdx

tx

t
xU ; (7) 

при OMt , т.е. 02 t , мы получим: 

    dyytyUtU x






0

22

11 )(ln),(
2

1
)0,(  

  



  dy

yt

t
yUdyytyU x









0

22

1

1

0

22

1
)(

),(
1

ln),0(
2

1
 

  


  dxtxxUdy
yt

t
yU y






0

22

1

0
22

1

1 )(ln),(
2

1
),0(

1
 

),0(,
)(

),(
1

ln)0,(
1

1

0

22

1

1

0














  tdx
tx

xUdxtxxU y . (8) 

Итак, для определения граничных значений  

)0,(),,0(),,(),,(),0,(),,0(),,(),,( zUzUzUzUzUzUzUzU yxyx  , 

входящих в разложение (4), мы имеем восемь условий. 

Замечание. Подобные условия можно получить и для частных производных xU  и 

yU , если рассмотреть соотношения 

),(),,(,0)(),( 21 tttyxsdstsVyxU
D

x   

и 

),(),,(,0)(),( 21 tttyxsdstsVyxU
D

y  . 

Но, эти условия, в отличии от условий для граничных значений U  будут содер-

жать сингулярность. 

Матрицу полученной системы, относительно вышеуказанных неизвестных, содер-

жащую восемь соотношений, обозначим через A . Тогда мы получим систему: 

)(WFAW  ,  (9) 

где 

))0,(),,0(),,(),,(),0,(),,0(),,(),,(( zUzUzUzUzUzUzUzUW yxyx

T  , 
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
































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24232221
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







A
, 

),...,,( 821 FFFF T  . 

Если будет выполнено условие 0det A , то система (9) может быть приведена к нор-

мальному виду относительно W . Легко заметить, что выполнение условия 0det A  рав-

носильно следующему: 

0

00

00

00

00

det

2423

1413

2423

1413































.  (10) 

Таким образом, для задачи (1)-(2) доказана  

Теорема. Если выполняется условие (10), то краевая задача (1)-(2) фредгольмова. 
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ABSTRACT 

In the present paper a new pair of fractional integral operators involving a general class of functions is 

introduced and studied. The fractional integral operators introduced and studied in this paper generalize the 

fractional integral operators studied by Saxena and Kumbhat [1], Saigo [2], Erdélyi-Kober [3, 4] and  Riemann-

Liouville [5]. Fractional integrals involving the Fox's H-function are obtained. Finally, we obtain interesting 

special cases of the main results. 

Keywords: fractional integral operators,H-function, general class of functions, fractional integrals 

FOX-H FUNKSİYALARININ CƏLB OLUNDUĞU KƏSRLİ İNTEQRALLAR 

XÜSALƏ 

   Məqalədə ümumi funksiyalar sinfini əhatə edən kəsrli inteqral operatorların yeni cütü təqdim olunur və 

tədqiq edilir. Bu məqalədə təqdim olunan və tədqiq edilən kəsr inteqral operatorları Saxena və Kumbhat [34], 

Saigo [37] tərəfindən öyrənilən kəsr inteqral operatorlarını ümumiləşdirir. , Erd´elyi-Kober [1, 14] və Riemann-

Liouville [4]. Foksun H funksiyasını əhatə edən kəsrli inteqrallar alınır. Nəhayət, əsas nəticələrin maraqlı xüsusi 

hallarını əldə edirik. 

Açar sözlər: Kəsr inteqral operatorları; H funksiyası; funksiyaların ümumi sinfi; kəsr inteqralları. 

 

Introduction. Fractional calculus is a significant topic in mathematical analysis due to its 

increasing range of applications. During the past three decades fractional calculus has gained 

importance mainly due to its applications in the fields of Science and  engineering  as  a  growing 

number of works in science and engineering deal with ‘Fractional Order Equations’ which 

involve derivatives and integrals of non-integer order. For details one can refer to the 

monographs and articles [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14]. In the recent years, the Riemann-Liouville 

fractional integral operator has gained importance due to its demonstrated applications in 

applied sciences, such as fractional reaction, fractional diffusion, stochastic theory and dynamical 

system etc.. Several authors including Goyal and Mukherjee [15], Goyal and Goyal [16], Gupta, 

Jain and Kumawat [17], Gupta and Gurjar [18, 19], Jain and Pathan  [20], Kilbas [8], Kilbas and 

Saigo [7], Kilbas, Srivastava and Trujillo [21], Kiryakova [9, 10], Srivastava, Lin and Wang [12], 

Srivastava and Saxena [13], Saxena, Mathai and Haubold [14] and  Saxena and Pogány [22] have 

contributed a lot in the field of fractional calculus. In the present paper fractional integrals 

involving the Fox's H-function are obtained. 

Now, we give some important definitions. 

Definition 1.The Fox's H-function occurring in this paper is defined and represented in the 

following manner [23, p. 10, eq. (2.1.1)]: 
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𝐻[𝑧] = 𝐻𝑃,𝑄
𝑀,𝑁 [𝑧|

(𝐵𝐽,𝛽𝐽)1,𝑄

(𝐴𝐽,𝛼𝐽)1,𝑃] = ‍  
1

2
L

z d
i

  
  ,‍(1) 

Where 𝑖 = √−1‍, 𝐿‍‍is a contour which goes from 𝑐 − 𝑖∞ to  𝑐 + 𝑖∞and 

   � =
∏𝑀
𝐽=1 𝛤(𝐵𝐽 − 𝛽𝐽)∏

𝑁
𝐽=1 𝛤(1 − 𝐴𝐽 + 𝛼𝐽)

∏𝑄
𝐽=𝑀+1 𝛤(1 − 𝐵𝐽 + 𝛽𝐽)∏

𝑃
𝐽=𝑁+1 𝛤(𝐴𝐽 − 𝛼𝐽)

‍ . (2)
 

For detailed and comprehensive account of the H-function one may refer to the books 

written by Kilbas and Saigo [24]; Mathai, Saxena and Haubold [25]; Prudnikov, Brychkov and 

Marichev [26] and Srivastava, Gupta and Goyal [23]. 

Definition 2.The author [27] introduced a general of functions defined in the following form 

(see also [28, 29, 30, 31]):  

𝑉𝑛(𝑥) = 𝑉𝑛
ℎ𝑚,𝑑,𝑔𝑗[𝑝, 𝜏, 𝑘, 𝑤, 𝑞, 𝑘𝑚, 𝑎𝑗 , 𝑏𝑟, 𝛼, 𝛽, 𝛿; ‍𝑥] 

= 𝜆 ∑‍
𝑛=0

∞ (−𝑝)𝑛∏𝑡
𝑚=1 [(ℎ𝑚)𝑛+𝑘𝑚](𝑑+𝛼𝑛+𝛽)−𝜏(

𝑥

2
)
𝑛𝑘+𝑑𝑤+𝑞

∏𝑠
𝑗=1 [(𝑔𝑗)𝑛+𝑎𝑗

]∏𝑢
𝑟=1 [(𝑑)𝛼𝑛𝛿+𝑏𝑟]

‍, (3) 

where 

(i)𝑝, 𝑘, 𝑤, 𝑞, 𝛽, 𝛿, 𝑘𝑚, 𝑎𝑗, 𝑏𝑟(𝑚 = 1, . . . , 𝑡; ‍𝑗 = 1, . . . , 𝑠; ‍‍𝑟 = 1, . . . , 𝑢) are real numbers. 

(ii) 𝑡, 𝑠 and 𝑢 are natural numbers. 

(iii) ℎ𝑚, 𝑔𝑗 ≥ 1‍(𝑚 = 1, . . . , 𝑡; ‍𝑗 = 1, . . . , 𝑠) and 𝑑 may be real or complex.                                                                                                         

(iv) ‍𝛼 > 0, 𝑅𝑒(𝜏) > 0, 𝑅𝑒(𝑑) > 0, 𝑥‍is a variable and 𝜆 is an arbitrary constant. 

(v) The series on the right hand side of (3) converges absolutely if 𝑡 < 𝑠 or 𝑡 = 𝑠  with 

|𝑝 (
𝑥

2
)
𝑘
| ≤ 1.    

For detail of convergence conditions of the series on the right hand side of (3) one may refer 

to the paper [28]. 

Remark 3.The general class of functions defined by (3) is quite general in nature as it unifies 

and extends a number of useful functions such as unified Riemann-Zeta function [32], 

generalized hypergeometric function [33], Bessel function [34], Wright's generalized Bessel 

function [35], Struve's function [34], Lommel's function [34], generalized Mittag-Leffler function  

[36], exponential function, sine function, cosine function  and  MacRobert'sE-function [33] 

etc.(see, e.g.[27, 29]). 

Definition 4.Two new fractional integral operators are hereby introduced and defined as 

follows: 

𝐼𝑥
𝜇,𝜌,𝑣[𝑓(𝑡)] =

𝑥−𝜇−𝜌−𝑣−1

𝛤(𝜌)
0

x

 𝑡𝜇(𝑥 − 𝑡)𝜌−1𝑉𝑛 [𝑧 (1 −
𝑡

𝑥
)] ‍𝑓(𝑡)𝑑𝑡(4) 

and  

𝐽𝑥
𝜇,𝜌,𝑣[𝑓(𝑡)] =

𝑥𝜇

𝛤(𝜌)
x



 𝑡−𝜇−𝜌−𝑣−1(𝑡 − 𝑥)𝜌−1𝑉𝑛 [𝑧 (1 −
𝑥

𝑡
)] 𝑓(𝑡)𝑑𝑡, (5) 
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where 𝜌 > 0; ‍𝜇, 𝑣 ∈ 𝑅 and 𝑉𝑛(𝑧) is the general class of functions defined by (3) 

Special cases of fractional integral operators.  

In this section we mention some special cases of the fractional integral operators defined by 

(4) and (5). 

(i) If we take 𝑝 = −2,𝑚 = 2, 𝑗 = 1, 𝑟 = 1, ‍‍ℎ1 = 𝜂, ‍‍ℎ2 = 𝛾, ‍‍𝑘1 = 0, ‍‍𝑘2 = 0, 𝑘 = 1, 𝑑 = 1,

𝜏 = 1, 𝑤 = 0,‍‍‍𝑞 = 0, ‍‍𝑔1 = 𝜁, 𝑎1 = 0, ‍𝛼 = 1, 𝛽 = −1, 𝛿 = 1, 𝑏1 = −1‍‍and 𝜆 = 1in (4) and (5), 

the general class of functions reduces to the Gauss's hypergeometric function [33] and we obtain 

in essence the following fractional integral operators: 

𝐼𝑥
𝜇,𝜌,𝑣[𝑓(𝑡)] =

𝑥−𝜇−𝜌−𝑣−1

𝛤(𝜌)
0

x

 𝑡𝜇(𝑥 − 𝑡)𝜌−1 𝐹12 (𝜂, 𝛾; ‍𝜁; ‍𝑧 (1 −
𝑡

𝑥
)) 𝑓(𝑡)𝑑𝑡 (6) 

and  

𝐽𝑥
𝜇,𝜌,𝑣[𝑓(𝑡)] =

𝑥𝜇

𝛤(𝜌)
x



 𝑡−𝜇−𝜌−𝑣−1(𝑡 − 𝑥)𝜌−1 𝐹12 (𝜂, 𝛾; ‍𝜁; ‍𝑧 (1 −
𝑥

𝑡
)) 𝑓(𝑡)𝑑𝑡,(7) 

where 𝜌 > 0; ‍𝜇, 𝑣 ∈ 𝑅 and 𝐹12 (𝑧) stands for the Gauss’s hypergeometric function. 

(ii) If we take 𝑧 = 1, 𝜁 = 𝜌 and 𝑣 = −1 in (6) and (7), we obtain the following fractional 

integral operators introduced by Saxena and Kumbhat [1].  

𝐼𝑥
𝜇,𝜌[𝑓(𝑡)] =

−𝜇−𝜌

𝛤(𝜌)
0

x

 𝑡𝜇(𝑥 − 𝑡)𝜌−1 𝐹12 (𝜂, 𝛾; ‍𝜌; ‍1 −
𝑡

𝑥
)𝑓(𝑡)𝑑𝑡(8)                                            

and  

𝐽𝑥
𝜇,𝜌[𝑓(𝑡)] =

𝑥𝜇

𝛤(𝜌)
x



 𝑡−𝜇−𝜌(𝑡 − 𝑥)𝜌−1 𝐹12 (𝜂, 𝛾; ‍𝜌; ‍1 −
𝑥

𝑡
) 𝑓(𝑡)𝑑𝑡,(9)  

where 𝜌 > 0 and 𝜇 ∈ 𝑅. 

(iii) If we take 𝑧 = 0, 𝜂 = ‍𝛾 = ‍‍𝜁 = 1 and 𝑣 = −1 in (6), we obtain the following 

classicalErdélyi-Kober[3, 4]fractional integraloperator:  

𝐼𝑥
𝜇,𝜌[𝑓(𝑡)] =

𝑥−𝜇−𝜌

𝛤(𝜌)
0

x

 𝑡𝜇(𝑥 − 𝑡)𝜌−1‍𝑓(𝑡)𝑑𝑡,(10) 

where 𝜌 > 0 and 𝜇 ∈ 𝑅. 

(iv) If we take 𝑧 = 1, 𝜂 = 𝜌 + ‍𝜀, 𝛾 = −𝜎, 𝜁 = 𝜌, 𝜇 = 0 and 𝑣 = 𝜀 − 1 in (6) and (7), we 

obtain the following fractional integral operators introduced by Saigo [2]:  

𝐼𝑥
𝜌,𝜀[𝑓(𝑡)] =

𝑥−𝜌−‍𝜀

𝛤(𝜌)
0

x

 (𝑥 − 𝑡)𝜌−1 𝐹12 (𝜌 + 𝜀, −𝜎; ‍𝜌; ‍1 −
𝑡

𝑥
) 𝑓(𝑡)𝑑𝑡(11) 

and  

𝐽𝑥
𝜌,𝜀[𝑓(𝑡)] =

1

𝛤(𝜌)
x



 𝑡−𝜌−𝜀(𝑡 − 𝑥)𝜌−1 𝐹12 (𝜌 + 𝜀, −𝜎; ‍𝜌; ‍1 −
𝑥

𝑡
) 𝑓(𝑡)𝑑𝑡, (12) 
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where 𝜌 > 0 and 𝜀 ∈ 𝑅. 

(v) If we take 𝜀 = 𝜎 = −𝜌 in (11) and (12), we obtain the following Riemann-Liouville and 

Weyl fractional integral operators  [5] respectively:  

𝐼𝑥
𝜌[𝑓(𝑡)] =

1

𝛤(𝜌)
0

x

 (𝑥 − 𝑡)𝜌−1𝑓(𝑡)𝑑𝑡(13) 

and 

𝐽𝑥
𝜌[𝑓(𝑡)] =

1

𝛤(𝜌)
x



 (𝑡 − 𝑥)𝜌−1‍𝑓(𝑡)𝑑𝑡,(14) 

where 𝜌 > 0. 

(vi) If we take 𝑝 = 1, 𝑚 = 1, 𝑗 = 2, 𝑟 = 1, ‍ℎ1 = 1, ‍𝑔1 =
3

2
, ‍𝑔2 = 1, 𝜏 = 1, 𝑘 = 2,𝑤 = 1, 𝑞 =

1, 𝑘1 = 0, ‍𝑎1 = 0, ‍𝑎2 = 0, ‍𝑏1 =
1

2
, 𝛼 = 1, 𝛽 =

1

2
, 𝛿 = 1‍and 𝜆 =

1

𝛤(𝑑)𝛤(
3

2
)
 in (4) and (5), the general 

class of functions reduces to the Struve’s function [34, p. 38, eq. 55]  and we obtain in essence  the 

following fractional integral operators: 

𝐼𝑥
𝜇,𝜌,𝑣[𝑓(𝑡)] =

𝑥−𝜇−𝜌−𝑣−1

𝛤(𝜌)
0

x

 𝑡𝜇(𝑥 − 𝑡)𝜌−1𝐻𝑑 [𝑧 (1 −
𝑡

𝑥
)] ‍𝑓(𝑡)𝑑𝑡(15) 

and  

𝐽𝑥
𝜇,𝜌,𝑣[𝑓(𝑡)] =

𝑥𝜇

𝛤(𝜌)
x



 𝑡−𝜇−𝜌−𝑣−1(𝑡 − 𝑥)𝜌−1𝐻𝑑 [𝑧 (1 −
𝑥

𝑡
)] 𝑓(𝑡)𝑑𝑡, (16) 

where 𝜌 > 0; ‍𝜇, 𝑣 ∈ 𝑅 and 𝐻𝑑(𝑦) stands for the Struve’s function. 

(vii) If we take 𝑝 = 1, 𝑚 = 1, 𝑗 = 2, 𝑟 = 1, ‍ℎ1 = 1, ‍𝑔1 =
𝜇′+𝑣′+3

2
, ‍𝑔2 =

𝜇′−𝑣′+3

2
, 𝜏 = 1, 𝑘 =

2,𝑤 = 𝜇′, 𝑞 = 1, 𝑘1 = 0, ‍𝑎1 = 0, ‍‍𝑎2 = 0, ‍𝑏1 = −1, 𝑑 = 1, 𝛼 = 1,‍‍‍𝛽 = −1,‍‍‍𝛿 = 1‍‍‍and𝜆 =

2𝜇
′+1

(𝜇′+𝑣′+1)(𝜇′−𝑣′+1)
  in (4) and (5), the general class of functions reduces to the Lommel’s function 

[34, p. 40, eq. 69]  and we obtain in essence  the following fractional integral operators: 

𝐼𝑥
𝜇,𝜌,𝑣[𝑓(𝑡)] =

𝑥−𝜇−𝜌−𝑣−1

𝛤(𝜌)
0

x

 𝑡𝜇(𝑥 − 𝑡)𝜌−1𝑠𝜇′,𝑣′ [𝑧 (1 −
𝑡

𝑥
)] 𝑓(𝑡)𝑑𝑡(17) 

and 

𝐽𝑥
𝜇,𝜌,𝑣[𝑓(𝑡)] =

𝑥𝜇

𝛤(𝜌)
x



 𝑡−𝜇−𝜌−𝑣−1(𝑡 − 𝑥)𝜌−1𝑠𝜇′,𝑣′ [𝑧 (1 −
𝑥

𝑡
)] 𝑓(𝑡)𝑑𝑡, (18) 

where 𝜌 > 0; ‍𝜇, 𝑣 ∈ 𝑅 and 𝑠𝜇′,𝑣′(𝑦) stands for the Lommel’s function. 

(viii) If we take 𝑝 = −2, 𝑚 = 1, 𝑗 = 1, 𝑟 = 1, ‍ℎ1 = ℎ, ‍𝑔1 = 𝑔, ‍‍‍𝜏 = 1, 𝑘 = 1,𝑤 = 0, 𝑞 = 0,

𝑘1 = 0, ‍𝑎1 = 0, ‍𝑏1 = −1,‍‍‍𝛽 = −1, 𝛿 = 1‍ and 𝜆 =
1

𝛤(𝑑)
 in (4) and (5), the general class of 

functions reduces to the generalized Mittag-Leffler function studied by Salim [36]  and we obtain 

in essence  the following fractional integral operators: 
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𝐼𝑥
𝜇,𝜌,𝑣[𝑓(𝑡)] =

𝑥−𝜇−𝜌−𝑣−1

𝛤(𝜌)
0

x

 𝑡𝜇(𝑥 − 𝑡)𝜌−1𝐸𝛼,𝑑
ℎ,𝑔

[𝑧 (1 −
𝑡

𝑥
)] 𝑓(𝑡)𝑑𝑡(19) 

and  

𝐽𝑥
𝜇,𝜌,𝑣[𝑓(𝑡)] =

𝑥𝜇

𝛤(𝜌)
x



 𝑡−𝜇−𝜌−𝑣−1(𝑡 − 𝑥)𝜌−1𝐸𝛼,𝑑
ℎ,𝑔

[𝑧 (1 −
𝑥

𝑡
)] 𝑓(𝑡)𝑑𝑡, (20) 

where 𝜌 > 0; ‍𝜇, 𝑣 ∈ 𝑅 and 𝐸𝛼,𝑑
ℎ,𝑔(𝑦) stands for the generalized Mittag-Leffler function. 

If we take 𝑔 = 1 in (19) and (20), the generalized Mittag-Leffler function reduces to the 

generalized Mittag-Leffler function 𝐸𝛼,𝑑
ℎ (𝑦) introduced by Prabhakar [37]. 

If we take ℎ = 1, 𝑔 = 1 in (19) and (20), the generalized Mittag-Leffler function reduces to 

the generalized Mittag-Leffler function 𝐸𝛼,𝑑(𝑦) introduced by Wiman [38]. 

If we take ℎ = 1, 𝑔 = 1, 𝑑 = 1 in (19) and (20), the generalized Mittag-Leffler function 

reduces to the Mittag-Leffler function 𝐸𝛼 (𝑦) [39, 40]. 

Remark 5.Several other fractional integral operators involving special functions may be 

obtained by specializing the parameters of the general class of functions defined by (3) (see[27, 

29]). 

Main theorems. 

In this section we find the images of the H-function in the fractional integral operators 

defined by (4) and (5) in the form of theorems. 

Theorem 1.  Letthe following conditions be satisfied 

(i) Re(𝜌 + 𝑛𝑘 + 𝑑𝑤 + 𝑞 + 𝜉 + 𝑚𝑖𝑛
1≤𝐽≤𝑀

(
𝐵𝐽

𝛽𝐽
)) > 0, 

(ii) Re(𝜇 + 𝜎 + 𝜁 + 𝑚𝑖𝑛
1≤𝐽≤𝑀

(
𝐵𝐽

𝛽𝐽
)) > −1, 

(iii) 𝑚𝑖𝑛(𝜎, 𝜁, 𝜉) ≥ 0 (not all simultaneously zero), 

(iv) |𝑎𝑟𝑔‍𝑦| <
1

2
𝐴π,where 

𝐴 = ∑𝑁
𝐽=1 𝛼𝐽 − ∑𝑃

𝐽=𝑁+1 𝛼𝐽 + ∑𝑀
𝐽=1 𝛽𝐽 − ∑𝑄

𝐽=𝑀+1 𝛽𝐽(21) 

and the conditions mentioned with  (3) are satisfied. Then the  following result holds: 

𝐼𝑥
𝜇,𝜌,𝑣

[𝑡𝜎‍𝐻𝑃,𝑄
𝑀,𝑁 [𝑦𝑡𝜁‍(𝑥 − 𝑡)𝜉|

(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃]] =
𝑥−𝜇−𝜌−𝑣−1

𝛤(𝜌)
0

x

 𝑡𝜇+𝜎(𝑥 − 𝑡)𝜌−1𝑉𝑛 [𝑧 (1 −
𝑡

𝑥
)]𝐻𝑃,𝑄

𝑀,𝑁 [𝑦𝑡𝜁‍(𝑥 − 𝑡)𝜉|
(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃] 𝑑𝑡 

=
𝜆𝑥𝜎−𝑣−1

𝛤(𝜌)
∑‍
𝑛=0

∞ (−𝑝)𝑛∏𝑡
𝑚=1 [(ℎ𝑚)𝑛+𝑘𝑚](𝑑 + 𝛼𝑛 + 𝛽)−𝜏 (

𝑧
2
)
𝑛𝑘+𝑑𝑤+𝑞

∏𝑠
𝑗=1 [(𝑔𝑗)𝑛+𝑎𝑗

]∏𝑢
𝑟=1 [(𝑑)𝛼𝑛𝛿+𝑏𝑟]

 

×𝐻𝑃+2,𝑄+1
𝑀,𝑁+2 [𝑦𝑥𝜁+𝜉‍|

(−𝜌−𝑛𝑘−𝑑𝑤−𝑞−𝜇−𝜎,𝜁+𝜉‍),(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(−𝜇−𝜎,𝜁‍),(1−𝜌−𝑛𝑘−𝑑𝑤−𝑞,𝜉‍),(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃]. (22) 
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Theorem 2.  Let the following conditions be satisfied 

(i) Re(𝜌 + 𝑛𝑘 + 𝑑𝑤 + 𝑞 + 𝜉 + 𝑚𝑖𝑛
1≤𝐽≤𝑀

(
𝐵𝐽

𝛽𝐽
)) > 0, 

(ii) Re(𝜇 + 𝑣 − 𝜎 + 𝜁 + 𝑚𝑖𝑛
1≤𝐽≤𝑀

(
𝐵𝐽

𝛽𝐽
)) > −1, 

(iii) 𝑚𝑖𝑛(𝜎, 𝜁, 𝜉) ≥ 0 (not all simultaneously zero), 

(iv) |𝑎𝑟𝑔‍𝑦| <
1

2
𝐴π,‍where 𝐴 is defined by (21) and the conditions mentionedwith  (3) 

are satisfied. Then the  following result holds: 

𝐽𝑥
𝜇,𝜌,𝑣

[𝑡𝜎‍𝐻𝑃,𝑄
𝑀,𝑁 [𝑦𝑡−𝜁‍ (1 −

𝑥

𝑡
)
𝜉

|
(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃]] 

=
𝑥𝜇

𝛤(𝜌)
x



 𝑡𝜎−𝜇−𝜌−𝑣−1(𝑡 − 𝑥)𝜌−1𝑉𝑛 [𝑧 (1 −
𝑥

𝑡
)]𝐻𝑃,𝑄

𝑀,𝑁 [𝑦𝑡−𝜁‍ (1 −
𝑥

𝑡
)
𝜉

|
(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃] 𝑑𝑡 

=
𝜆𝑥𝜎−𝑣−1

𝛤(𝜌)
∑‍
𝑛=0

∞ (−𝑝)𝑛∏𝑡
𝑚=1 [(ℎ𝑚)𝑛+𝑘𝑚](𝑑 + 𝛼𝑛 + 𝛽)−𝜏 (

𝑧
2)

𝑛𝑘+𝑑𝑤+𝑞

∏𝑠
𝑗=1 [(𝑔𝑗)𝑛+𝑎𝑗

]∏𝑢
𝑟=1 [(𝑑)𝛼𝑛𝛿+𝑏𝑟]

 

×𝐻𝑃+2,𝑄+1
𝑀,𝑁+2 [𝑦𝑥−𝜁‍|

(𝜎−𝜇−𝜌−𝑛𝑘−𝑑𝑤−𝑞−𝑣,𝜁+𝜉‍),(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(𝜎−𝜇−𝑣,𝜁‍),(1−𝜌−𝑛𝑘−𝑑𝑤−𝑞,𝜉‍),(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃]. (23) 

Proof.To prove (22), first of all we express the I-fractional integral operator involved in its 

left hand side in the integral form with the help of (4). Then, we express general class of functions 

in series form using (3) and H-function in contour form with the help of (1). Next, we interchange 

the order of summation and contour integral with the t-integral which is permissible under the 

conditions mentioned with the Theorem1. Thus, the lefthand side of (22) assumes the following 

form (say △): 

△= 𝜆 ∑‍
𝑛=0

∞ (−𝑝)𝑛∏𝑡
𝑚=1 [(ℎ𝑚)𝑛+𝑘𝑚](𝑑 + 𝛼𝑛 + 𝛽)−𝜏 (

𝑧
2)

𝑛𝑘+𝑑𝑤+𝑞

∏𝑠
𝑗=1 [(𝑔𝑗)𝑛+𝑎𝑗

]∏𝑢
𝑟=1 [(𝑑)𝛼𝑛𝛿+𝑏𝑟]

𝑥−𝑛𝑘−𝑑𝑤−𝑞−𝜇−𝜌−𝑣−1 

×  
1

2
L

y
i

 
  [

1

𝛤(𝜌)
0

x

 𝑡𝜇+𝜎+𝜁𝜀(𝑥 − 𝑡)𝜌+𝑛𝑘+𝑑𝑤+𝑞+𝜉𝜀−1𝑑𝑡] 𝑑𝜀. (24) 

Now, evaluating the 𝑡-integral with the help of the following result [5, p. 185, Eq. (7)]: 

0

y

 �𝑥𝑣−1(𝑦 − 𝑥)𝜇−1𝑑𝑥 = 𝑦𝜇+𝑣−1
𝛤(𝜇)𝛤(𝑣)

𝛤(𝜇+𝑣)
,

(25)  

where Re(𝜇) > 0 and Re(𝑣) > 0 we get 

△=
𝜆𝑥𝜎−𝑣−1

𝛤(𝜌)
∑

𝑛=0

∞ (−𝑝)𝑛∏𝑡
𝑚=1 [(ℎ𝑚)𝑛+𝑘𝑚](𝑑 + 𝛼𝑛 + 𝛽)−𝜏 (

𝑧
2
)
𝑛𝑘+𝑑𝑤+𝑞

∏𝑠
𝑗=1 [(𝑔𝑗)𝑛+𝑎𝑗

]∏𝑢
𝑟=1 [(𝑑)𝛼𝑛𝛿+𝑏𝑟]

1

2
L

i
  𝜙(𝜀)(𝑦𝑥𝜁+𝜉)

𝜀 𝛤(𝜌 + 𝑛𝑘 + 𝑑𝑤 + 𝑞 + 𝜉𝜀)𝛤(𝜇 + 𝜎 + 𝜁𝜀 + 1)

𝛤(1 + 𝜌 + 𝑛𝑘 + 𝑑𝑤 + 𝑞 + 𝜉𝜀 + 𝜁𝜀 + 𝜇 + 𝜎)
𝑑𝜀, (26) 

where Re(𝜌 + 𝑛𝑘 + 𝑑𝑤 + 𝑞 + 𝜉𝜀) > 0 and Re(𝜇 + 𝜎 + 𝜁𝜀) > −1. 
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Now, reinterpreting the result (26) in terms of the H-function with the help of  (1), we easily 

arrive at the required result (22). 

The result (23) may be proved by processing on the similar lines given in the proof of 

(22)and using the following result [5, p. 201, Eq. (6)]: 

y



 𝑥−𝜆(𝑥 − 𝑦)𝜇−1𝑑𝑥 = 𝑦𝜇−𝜆
𝛤(𝜆−𝜇)𝛤(𝜇)

𝛤(𝜆)
, (27) 

where 0 <Re(𝜇) <Re(𝜆). 

Remark 5.The images of the H-function in all fractional integral operators which follow the 

special cases of our main fractional integral operators defined by  (4) and (5) may also be 

obtained on making suitable substitutions. But, we do not record them here. 

Special cases  of the results (22) and (23) 

In this section we mention some important special cases of the results (22) and (23). 

(i) By using (vi) of Special cases of fractional integral operatorsin (22) and (23), the general 

class of functions reduces to the Struve’s function [34, p. 38, eq. 55]  and we get 

0

x

 𝑡𝜇+𝜎(𝑥 − 𝑡)𝜌−1𝐻𝑑 [𝑧 (1 −
𝑡

𝑥
)]𝐻𝑃,𝑄

𝑀,𝑁 [𝑦𝑡𝜁‍(𝑥 − 𝑡)𝜉|
(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃] 𝑑𝑡 

= 𝑥𝜎+𝜇+𝜌 ∑‍
𝑛=0

∞ (−1)𝑛(
𝑧

2
)
2𝑛+𝑑+1

𝛤(
3

2
+𝑛)‍𝛤(

3

2
+𝑛+𝑑)

𝐻𝑃+2,𝑄+1
𝑀,𝑁+2 [𝑦𝑥𝜁+𝜉‍|

(−1−𝜌−2𝑛−𝑑−𝜇−𝜎,𝜁+𝜉‍),(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(−𝜇−𝜎,𝜁‍),(2−𝜌−2𝑛−𝑑,𝜉‍),(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃](28) 

and  

x



 𝑡𝜎−𝜌−𝜇−𝑣−1(𝑡 − 𝑥)𝜌−1𝐻𝑑 [𝑧 (1 −
𝑥

𝑡
)]𝐻𝑃,𝑄

𝑀,𝑁 [𝑦𝑡−𝜁‍ (1 −
𝑥

𝑡
)
𝜉

|
(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃] 𝑑𝑡 

= 𝑥𝜎−𝜇−𝑣−1 ∑‍
𝑛=0

∞ (−1)𝑛 (
𝑧
2
)
2𝑛+𝑑+1

𝛤 (
3
2
+ 𝑛) ‍𝛤 (

3
2
+ 𝑛 + 𝑑)

 

× 𝐻𝑃+2,𝑄+1
𝑀,𝑁+2 [𝑦𝑥−𝜁‍|

(𝜎−1−𝜌−𝜇−2𝑛−𝑑−𝑣,𝜁+𝜉‍),(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(𝜎−𝜇−𝑣,𝜁‍),(−𝜌−2𝑛−𝑑,𝜉‍),(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃 ],(29) 

where 𝐻𝑑(𝑦) stands for the Struve's function. 

(ii) By using (vii) of Special cases of fractional integral operatorsin (22) and (23), the general 

class of functions reduces to the Lommel’s function [34, p. 40, eq. 69]  and we get 

0

x

 𝑡𝜇+𝜎(𝑥 − 𝑡)𝜌−1𝑠𝜇′,𝑣′ [𝑧 (1 −
𝑡

𝑥
)]𝐻𝑃,𝑄

𝑀,𝑁 [𝑦𝑡𝜁‍(𝑥 − 𝑡)𝜉|
(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃] 𝑑𝑡 

= 𝑥𝜎+𝜇+𝜌
2𝜇

′+1

(𝜇′ + 𝑣′ + 1)(𝜇′ − 𝑣′ + 1)
∑‍
𝑛=0

∞ (−1)𝑛 (
𝑧
2)

2𝑛+𝜇′+1

(
𝜇′ + 𝑣′ + 3

2 )
𝑛
(
𝜇′ − 𝑣′ + 3

2 )
𝑛

 

×𝐻𝑃+2,𝑄+1
𝑀,𝑁+2 [𝑦𝑥𝜁+𝜉‍|

(−1−𝜌−2𝑛−𝜇′−𝜇−𝜎,𝜁+𝜉‍),(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(−𝜇−𝜎,𝜁‍),(2−𝜌−2𝑛−𝜇′,𝜉‍),(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃](30) 
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and 

x



 𝑡𝜎−𝜇−𝜌−𝑣−1(𝑡 − 𝑥)𝜌−1𝑠𝜇′,𝑣′ [𝑧 (1 −
𝑥

𝑡
)]𝐻𝑃,𝑄

𝑀,𝑁 [𝑦𝑡−𝜁‍ (1 −
𝑥

𝑡
)
𝜉

|
(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃] 𝑑𝑡 

= 𝑥𝜎−𝜇−𝑣−1
2𝜇

′+1

(𝜇′ + 𝑣′ + 1)(𝜇′ − 𝑣′ + 1)
∑‍
𝑛=0

∞ (−1)𝑛 (
𝑧
2
)
2𝑛+𝜇′+1

(
𝜇′ + 𝑣′ + 3

2 )
𝑛
(
𝜇′ − 𝑣′ + 3

2 )
𝑛

 

×𝐻𝑃+2,𝑄+1
𝑀,𝑁+2 [𝑦𝑥−𝜁‍|

(𝜎−1−𝜌−2𝑛−𝜇′−𝜇−𝑣,𝜁+𝜉‍),(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(𝜎−𝜇−𝑣,𝜁‍),(−𝜌−2𝑛−𝜇′,𝜉‍),(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃 ],(31) 

where 𝑠𝜇′,𝑣′(𝑦)stands for the Lommel's function. 

(iii) By using (viii) of Special cases of fractional integral operatorsin (22) and (23), the 

general class of functions reduces to the generalized Mittag-Leffler function [36]  and we get 

0

x

 𝑡𝜇+𝜎(𝑥 − 𝑡)𝜌−1𝐸𝛼,𝑑
ℎ,𝑔

[𝑧 (1 −
𝑡

𝑥
)]𝐻𝑃,𝑄

𝑀,𝑁 [𝑦𝑡𝜁‍(𝑥 − 𝑡)𝜉|
(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃] 𝑑𝑡 

= 𝑥𝜎+𝜇+𝜌 ∑‍
𝑛=0

∞ (ℎ)𝑛‍𝑧
𝑛

(𝑔)𝑛‍𝛤(𝑑 + 𝛼𝑛)
𝐻𝑃+2,𝑄+1
𝑀,𝑁+2 [𝑦𝑥𝜁+𝜉‍|

(−𝜌−𝑛−𝜇−𝜎,𝜁+𝜉‍),(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(−𝜇−𝜎,𝜁‍),(1−𝜌−𝑛,𝜉‍),(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃] (32) 

and  

x



 𝑡𝜎−𝜇−𝜌−𝑣−1(𝑡 − 𝑥)𝜌−1𝐸𝛼,𝑑
ℎ,𝑔

[𝑧 (1 −
𝑥

𝑡
)]𝐻𝑃,𝑄

𝑀,𝑁 [𝑦𝑡−𝜁‍ (1 −
𝑥

𝑡
)
𝜉

|
(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(𝐴𝐽 ,‍𝛼𝐽)1,𝑃] 𝑑𝑡 

= 𝑥𝜎−𝜇−𝑣−1 ∑‍
𝑛=0

∞ (ℎ)𝑛‍𝑧
𝑛

(𝑔)𝑛‍𝛤(𝑑+𝛼𝑛)
𝐻𝑃+2,𝑄+1
𝑀,𝑁+2 [𝑦𝑥−𝜁‍|

(𝜎−𝜌−𝑛−𝜇−𝑣,𝜁+𝜉‍),(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(𝜎−𝜇−𝑣,𝜁‍),(1−𝜌−𝑛,𝜉‍),(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃], (33) 

where𝐸𝛼,𝑑
ℎ,𝑔
(𝑦)stands for the generalized Mittag-Lefflerfunction. 

(iv) If we take 𝑝 = 2,‍‍‍𝑟 = 1, ‍𝑑 = 1, 𝑡 = 𝑃, 𝑠 = 𝑄, ‍‍‍𝜏 = 1, 𝑘 = 1,𝑤 = 0, 𝑞 = 0, 𝑘𝑚 =

0, ‍𝑎𝑗 = 0, ‍𝑏1 = −1,𝛼 = 1, 𝛽 = −1, 𝛿 = 1‍ and 𝜆 =
∏𝑃
𝑚=1 𝛤(ℎ𝑚)

∏𝑄
𝑗=1

𝛤(𝑔𝑗)
 in (22) and (23), the general class 

of functions reduces to the MacRobert’sE-function [33]  and we get 

0

x

 𝑡𝜇+𝜎(𝑥 − 𝑡)𝜌−1𝐸 [𝑃;‍(ℎ𝑃); 𝑄;‍(𝑔𝑄);‍
𝑥

𝑧(𝑥 − 𝑡)
] 𝐻𝑃,𝑄

𝑀,𝑁 [𝑦𝑡𝜁‍(𝑥 − 𝑡)𝜉|
(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃] 𝑑𝑡 

= 𝑥𝜎+𝜇+𝜌
∏𝑃
𝑚=1 𝛤(ℎ𝑚)

∏𝑄
𝑗=1 𝛤(𝑔𝑗)

∑‍
𝑛=0

∞ ∏𝑃
𝑚=1 (ℎ𝑚)𝑛(−𝑧)

𝑛

∏𝑄
𝑗=1 (𝑔𝑗)𝑛

𝑛!
× 𝐻𝑃+2,𝑄+1

𝑀,𝑁+2 [𝑦𝑥𝜁+𝜉‍|
(−𝜌−𝑛−𝜇−𝜎,𝜁+𝜉‍),(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(−𝜇−𝜎,𝜁‍),(1−𝜌−𝑛,𝜉‍),(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃](34) 

and  

x



 𝑡𝜎−𝜇−𝜌−𝑣−1(𝑡 − 𝑥)𝜌−1𝐸 [𝑃;‍(ℎ𝑃); 𝑄;‍(𝑔𝑄);‍
𝑡

𝑧(𝑡 − 𝑥)
] × 𝐻𝑃,𝑄

𝑀,𝑁 [𝑦𝑡−𝜁‍ (1 −
𝑥

𝑡
)
𝜉

|
(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃] 𝑑𝑡 

= 𝑥𝜎−𝜇−𝑣−1
∏𝑃
𝑚=1 𝛤(ℎ𝑚)

∏𝑄
𝑗=1 𝛤(𝑔𝑗)

∑‍
𝑛=0

∞ ∏𝑃
𝑚=1 (ℎ𝑚)𝑛(−𝑧)

𝑛

∏𝑄
𝑗=1 (𝑔𝑗)𝑛

𝑛!
× 𝐻𝑃+2,𝑄+1

𝑀,𝑁+2 [𝑦𝑥−𝜁‍|
(𝜎−𝜌−𝑛−𝜇−𝑣,𝜁+𝜉‍),(𝐵𝐽 ,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(𝜎−𝜇−𝑣,𝜁‍),(1−𝜌−𝑛,𝜉‍),(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃].(35) 

where‍𝐸 [𝑃;‍(ℎ𝑃); 𝑄;‍(𝑔𝑄); ‍𝑦]stands for the MacRobert's E-function 



Virendra Kumar 

102 

(v) If we take 𝑝 = 2, 𝑚 = 1, 𝑗 = 2, 𝑟 = 1, ‍ℎ1 = 1, ‍𝑔1 = 1, ‍𝑔2 = 1, 𝜏 = 1, 𝑘 = 1, 𝑤 = 0, 𝑞 =

0, 𝑘1 = 0, ‍𝑎1 = 0, 𝑎2 = 0, 𝑏1 = 0, 𝛽 = 0, 𝛿 = 1‍ and 𝜆 =
1

𝛤(𝑑)
 in (22) and (23), the general class of 

functions reduces to the Wright’s  generalized Bessel function [35]  and by reducing the H-

function therein to the Wright’s  generalized hypergeometric function by the following 

relationship [23, p.19, Eq. (2.6.11)]: 

𝐻𝑃,𝑄+1
1,𝑃 [−𝑥‍|

(0,1),(1−𝐵𝐽 ,𝛽𝐽)1,𝑄

(1−𝐴𝐽,𝛼𝐽)1,𝑃 ] = 𝜓𝑄𝑃 [
(𝐵𝐽,𝛽𝐽)1,𝑄

;

(𝐴𝐽,𝛼𝐽)1,𝑃
;
‍𝑥],‍(36) 

we get 

0

x

 𝑡𝜇+𝜎(𝑥 − 𝑡)𝜌−1𝐽𝑑
𝛼 [𝑧 (1 −

𝑡

𝑥
)] 𝜓𝑄𝑃 [

(𝐵𝐽,𝛽𝐽)1,𝑄
;

(𝐴𝐽,𝛼𝐽)1,𝑃
;
‍𝑦𝑡𝜁(𝑥 − 𝑡)𝜉] 𝑑𝑡 

= 𝑥𝜎+𝜇+𝜌 ∑‍
𝑛=0

∞ (−𝑧)𝑛

‍𝛤(1+𝑑+𝛼𝑛)‍𝑛!
𝐻𝑃+2,𝑄+2
1,𝑃+2 [−𝑦𝑥𝜁+𝜉‍|

(−𝜌−𝑛−𝜇−𝜎,𝜁+𝜉‍),(0,1),(1−𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(−𝜇−𝜎,𝜁‍),(1−𝜌−𝑛,𝜉‍),(1−𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃 ] (37) 

and  

x



 𝑡𝜎−𝜇−𝜌−𝑣−1(𝑡 − 𝑥)𝜌−1𝐽𝑑
𝛼 [𝑧 (1 −

𝑥

𝑡
)] 𝜓𝑄𝑃 [

(𝐵𝐽,𝛽𝐽)1,𝑄
;

(𝐴𝐽,𝛼𝐽)1,𝑃
;
‍𝑦𝑡−𝜁 (1 −

𝑥

𝑡
)
𝜉

] 𝑑𝑡 

= 𝑥𝜎−𝜇−𝑣−1 ∑‍
𝑛=0

∞ (−𝑧)𝑛

‍𝛤(1+𝑑+𝛼𝑛)‍𝑛!
𝐻𝑃+2,𝑄+2
1,𝑃+2 [𝑦𝑥−𝜁‍|

(𝜎−𝜌−𝑛−𝜇−𝑣,𝜁+𝜉‍),(0,1),(1−𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(𝜎−𝜇−𝑣,𝜁‍),(1−𝜌−𝑛,𝜉‍),(1−𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃 ]. (38) 

where 𝐽𝑑
𝛼(𝑦)stands for the Wright's generalized Bessel function. 

(vi) If we take 𝑝 = 1, 𝑚 = 1, 𝑗 = 2, 𝑟 = 1, ‍ℎ1 = 1, ‍𝑔1 = 1, ‍𝑔2 = 1, 𝜏 = 1, 𝑘 = 2, 𝑤 = 1,

𝑞 = 0, 𝑘1 = 0, ‍𝑎1 = 0, 𝑎2 = 0, 𝑏1 = 0,𝛼 = 1, 𝛽 = 0, 𝛿 = 1‍ and 𝜆 =
1

𝛤(𝑑)
 in (22) and (23), the 

general class of functions reduces to the Bessel function [34]  and we get 

0

x

 𝑡𝜇+𝜎(𝑥 − 𝑡)𝜌−1𝐽𝑑 [𝑧 (1 −
𝑡

𝑥
)]𝐻𝑃,𝑄

𝑀,𝑁 [𝑦𝑡𝜁‍(𝑥 − 𝑡)𝜉|
(𝐵𝐽 ,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃] 𝑑𝑡 

= 𝑥𝜎+𝜇+𝜌 ∑‍
𝑛=0

∞ (−1)𝑛 (
𝑧
2)

2𝑛+𝑑

‍𝛤(1 + 𝑑 + 𝑛)‍𝑛!
𝐻𝑃+2,𝑄+1
𝑀,𝑁+2 [𝑦𝑥𝜁+𝜉‍|

(−𝜌−2𝑛−𝑑−𝜇−𝜎,𝜁+𝜉‍),(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(−𝜇−𝜎,𝜁‍),(1−𝜌−2𝑛−𝑑,𝜉‍),(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃]‍(39) 

and  

x



 𝑡𝜎−𝜇−𝜌−𝑣−1(𝑡 − 𝑥)𝜌−1𝐽𝑑 [𝑧 (1 −
𝑥

𝑡
)]𝐻𝑃,𝑄

𝑀,𝑁 [𝑦𝑡−𝜁‍ (1 −
𝑥

𝑡
)
𝜉

|
(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃] 𝑑𝑡 

= 𝑥𝜎−𝜇−𝑣−1 ∑‍
𝑛=0

∞ (−1)𝑛(
𝑧

2
)
2𝑛+𝑑

‍𝛤(1+𝑑+𝑛)‍𝑛!
𝐻𝑃+2,𝑄+1
𝑀,𝑁+2 [𝑦𝑥−𝜁‍|

(𝜎−𝜌−2𝑛−𝑑−𝜇−𝑣,𝜁+𝜉‍),(𝐵𝐽,‍𝛽𝐽)1,𝑄

(𝜎−𝜇−𝑣,𝜁‍),(1−𝜌−2𝑛−𝑑,𝜉‍),(𝐴𝐽,‍𝛼𝐽)1,𝑃].(40) 

where 𝐽𝑑 (𝑦)stands for the Bessel function. 

Remark 6. Several other fractional integrals  involving special functions may be obtained by 

specializing the parameters of the general class of functions and H-function involved in the 

results (22) and (23) (see[23, 27, 29]). 
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•  İstinat Edebiyatı Rusça olduğu halde orjinal dili parantez içerisinde göstermekle yalnız Latin alfabesi ile ve-

rilmelidir. 
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a)  Makale: Demukhamedova S.D., Aliyeva İ.N., Godjayev N.M.. Spatial and Electronic Structure of Monomerik 

and Dimeric Conapeetes of Carnosine Üith Zinc, Journal of Structural Chemistry, Vol.51, No.5, p.824-832, 2010 

b)  Kitap: Christie ohn Geankoplis. Transport Processes and Separation Process Principles. Fourth Edition, Prentice 

Hall, p.386-398, 2002        

c)  Kongre: Sadychov F.S., Aydın C., Ahmedov A.İ. Appligation of Information-Communication Technologies 

in Science and education. II International Conference. “Higher Twist Effects In Photon- Proton Collisions”, 

Bakı, 01-03 Noyabr, 2007, ss 384-391 

Kaynakların büyüklüğü 9 punto olmalıdır. 

9. Sayfa ölçüleri; üst: 2.8 cm, alt: 2.8 cm, sol: 2.5 cm, sağ: 2.5 cm şeklinde olmalıdır. Metin 11 punto büyük-
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mani posta karşılığı) 30 ABD Doları veya karşılığı TL, T.C. Ziraat Bankası/Üsküdar-İstanbul 0403 0050 5917 

No’lu hesaba yatırılmalı ve makbuzu üniversitemize fakslanmalıdır. 
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позиума, конференции или других значимых научных мероприятий должны быть указаны название 
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 Статья посылается автору для учета замечаний экспертов. 

 Статья, после того, как автор учел замечания экспертов, редакционной коллегией журнала может 
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