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XÜLASƏ 

İşdə iki tərtibli xüsusi törəməli tənlik üçün bir Koşi məsələsinin həlli tədqiq olunmuşdur. Baxılan çoxluq x-a görə 

sonsuz, t-ə görə sonlu olmaqla sonsuz zolaq əmələ gətirir. Tənlik tipini parabolikdən antiparabolikə dəyişməklə 

Şredinger cırlaşmasına malikdir. Belə ki, Şredinger tipini yaradan xətt parabolik və antiparabolikin sərhəddini təşkil 

edir. Baxılan məsələyə Furyenin inteqral çevirməsi tətbiq olunaraq, parametrdən asılı adi diferensial tənlik üçün Koşi 

məsələsi alınmışdır. Belə ki, alınan Koşi məsələsi dəyişən əmsallı olmaqla birtərtibli tənlik üçün yazılmışdır. Bu tənliyin 

ümumi həlli tapılaraq başlanğıc verilənlər daxilində məsələnin həlli qurulmuşdur. Sonra isə, tərs Furye çevirməsindən 

istifadə olunaraq ilkin məsələnin həlli qeyri-məxsusi inteqral şəklində verilmişdir. Əsas məqsəd tapılmış qeyri məxsusi 

inteqralın mütləq və müntəzəm yığılmasını göstərməkdən ibarətdir. Həll üçün tapılmış qeyri-məxsusi inteqralın 

əsaslandırılması o vaxt mümkün olmuşdur ki, paraboliklik oblastı antiparaboliklik oblastından geniş olsun. 

Açar sözlər: Koşi məsələsi, parabolik tənlik, antiparabolik tənlik, Furye çevirməsi, qeyri-məxsusi inteqral, 

kompleks parametr 

РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ С ЧАСТНЫМИ 

ПРОИЗВОДНЫМИ ВТОРОГО ПОРЯДКА , МЕНЯЮЩЕГО ТИП С ПАРАБОЛИЧЕСКОГО НА 

АНТИПАРАБОЛИЧЕСКИЙ 

РЕЗЮМЕ 

В данной работе изучается решение задачи Коши для дифференциального уравнения с частными произ-

водными второго порядка. Рассматриваемая область, являющаяся бесконечной по x и конечной по t образует 

бесконечную полосу. Уравнение, мененяя тип с параболического на антипараболический в некоторой части 

области вырождается в уравнение типа Шредингера. Так, что линия вырождения образует границу между об-

ластями, где тип уравнения является параболическим и антипараболическим. Примененяя к рассматриваемой 

задаче интегральное преобразование Фурье получена задача Коши для обыкновенного дифференциального 

уравнения, зависящего от параметра. Таким образом, полученная задача Коши является заданной для 

уравнения первого порядка с переменными коэффициентами. Найдено общее решение этого уравнения и 

установлено решение задачи в при начальных данных. Затем с помощью обратного преобразования Фурье 

решение исходной задачи получено в виде несобственного интеграла. Основная цель — показать абсолютную и 

равномерную сходимость полученного несобственного интеграла. Сходимость несобственного интеграла 

найденного для решения возможно, когда область параболичности больше области антипараболичности. 

Ключевые слова: задача Коши, параболическое уравнение, антипараболическое уравнение, преобразова-

ние Фурье, несобственный интеграл, комплексный параметр. 

SOLUTİON OF CAUCHY PROBLEM FOR A SECOND ORDER PARTİAL DİFFERENTİAL EQUATİON 

CHANGİNG THE TYPE FROM PARABOLİC TO ANTİPARABOLİC 

ABSTRACT 

In this paper, the solution of the Cauchy problem for a differential equation with partial derivatives of the second 

order is studied. The domain under consideration, which is infinite in x and finite in t, forms an infinite strip. The 

equation changing the type from parabolic to antiparabolic in some part of the domain degenerates into an equation of 

the Schrödinger type. So that the degeneracy line forms the boundary between the regions where the type of equation is 

parabolic and antiparabolic. Applying the integral Fourier transformation to the considered problem, the Cauchy 

problem for the ordinary differential equation, depending on the parameter, is obtained. Thus, the resulting Cauchy 

problem is given for a first-order equation with changable coefficients. The general solution of this equation is found 

and the solution of the problem is established under the initial data. Then, with the help of the inverse Fourier 
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transformation, the solution of the original problem is obtained in the form of an improper integral. The main goal is to 

show the absolute and uniform convergence of the obtained improper integral. The justification of the improper 

integral found for the solution is possible when the area of parabolicity is greater than the area of antiparabolicity. 

Key words: Cauchy problem, parabolic equation, antiparabolic equation, Fourier transformation, improper 

integral, complex parameter. 

 

Tipini dəyişən ikitərtibli xüsusi törəməli tənlik üçün aşağıdaki kimi Koşi məsələsinə baxaq: 

𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
= (𝛼 − 𝑡)

𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2
, −∞ < 𝑥 < ∞, 0 < 𝑡 < 𝑇   (1) 

𝑢(𝑥, 0) = 𝜑(𝑥), −∞ < 𝑥 < ∞     (2) 

burada 𝛼 kompleks ədəddir. 

Əgər 𝑡 < 𝑅𝑒𝛼 olduqda (1) tənliyi parabolik, 𝑡 > 𝑅𝑒𝛼 olduqda (1) tənliyi antiparabolik, 

𝑡 = 𝑅𝑒𝛼 olduqda tənlik Şredinger cırlaşmasına malik olan tənlikdir. 

(1)-(2) Koşi məsələsinin həll etmək üçün aşağıdakı kimi Furye inteqral çevirməsindən 

istifadə edək. 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

√2𝜋
∫ 𝑒𝑖𝜎𝑥
+∞

−∞
 𝜗(𝜎, 𝑡)𝑑𝜎     (3) 

𝜑(𝑥) =
1

√2𝜋
∫ 𝑒𝑖𝜎𝑥
+∞

−∞
 (𝜎)𝑑𝜎     (4) 

(3) və (4)-ü (1) və (2)-də yerinə yazsaq və Furye çevirməsinin yeganəlik xassəsindən istifadə 

etsək 𝜎 parametrindən asılı adi diferensial tənlik üçün Koşi məsələnini alarıq. 

𝑑𝜗(𝜎,𝑡)

𝑑𝑡
+ (𝛼 − 𝑡)𝜎2𝜗(𝜎, 𝑡) = 0     (5) 

𝜗(𝜎, 0) = (𝜎)       (6) 

(5) tənliyinin ümumi həllini yazaq  

𝜗(𝜎, 𝑡) = 𝑐𝑒(
1

2
𝑡2−𝛼𝑡)𝜎2. 

(6)-nı axırıncı ifadədə nazara alsaq (5)-(6) məsələsinin həlli üçün aşağıdakı ifadəni alarıq. 

𝜗(𝜎, 𝑡) = (𝜎)𝑒(
1

2
𝑡2−𝛼𝑡)𝜎2       (7) 

(3) və (4) Furye çevirmələrinin tərs çevirmələrinin yazaq 

𝜗(𝜎, 𝑡) =
1

√2𝜋
∫ 𝑒𝑖𝜎𝑥
+∞

−∞
 𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥     (8) 

(𝜎) =
1

√2𝜋
∫ 𝑒−𝑖𝜎𝑥
+∞

−∞
 𝜑(𝑥)𝑑𝑥     (9) 

(8)-(9) düsturlarını (7)-də nəzərə alsaq alarıq 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋
∫ 𝑒𝑖𝜎𝑥  (∫ 𝑒−𝑖𝜎𝑦𝜑(𝑦)𝑑𝑦 ) 𝑒𝜎

2(
1

2
𝑡2−𝛼𝑡)𝑑𝜎

+∞

−∞

+∞

−∞
, 

𝑢(𝑥, 𝑡) =
1

2𝜋
∫ ∫ 𝑒𝑖𝜎

(𝑥−𝑦)+𝜎2(
1

2
𝑡2−𝛼𝑡)𝜑(𝑦)𝑑𝜎𝑑𝑦

+∞

−∞

+∞

−∞
. 

𝑄(𝑥 − 𝑦, 𝑡) ilə aşağıdakı inteqralı işarə edək. 

𝑄(𝑥 − 𝑦, 𝑡) =
1

2𝜋
∫ 𝑒𝑖𝜎

(𝑥−𝑦)+𝜎2(
1

2
𝑡2−𝛼𝑡)𝑑𝜎

+∞

−∞
   (10) 
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𝑎(𝑡) = √𝛼𝑡 −
1

2
𝑡2 

Kökaltı ifadənin müsbət olması üçün 𝑡2 − 2𝛼𝑡 < 0 olmalıdır. Aydındır ki, 0 < 𝑡 < 2𝛼 

olduqda  𝑡2 − 2𝛼𝑡 < 0 bərabərsizlik ödənilir. Əgər 𝛼 >
𝑇

2
 seçsək onda 0 < 𝑡 ≤ 𝑇 üçün 𝑎(𝑡) > 0 

ödənir. 

Ona görə də bir apardığımız bütün hallarda qəbul edəcəyik ki, 𝛼 >
𝑇

2
 şərti ödənilir. 

𝑢(𝑡, 𝑥) = ∫ 𝑄(𝑥 − 𝑦, 𝑡)𝜑(𝑦)𝑑𝑦
+∞

−∞
     (11) 

(10) düsturu ilə təyin olunan 𝑄(𝑥 − 𝑦, 𝑡) fundamental həlli üçün tapılmış inteqral şəklində 

olan ifadəni sadələşdirək. 

 

𝑙𝑁 = 𝐶𝑁𝐷𝑁 ∪ 𝐷𝑁𝐴𝑁 ∪ 𝐴𝑁𝐵𝑁 ∪ 𝐵𝑁𝐶𝑁 

𝐷𝑁(𝑁, 0); 𝐴𝑁 (𝑁,
𝑥 − 𝑦

2𝑎(𝑡)
) ; 𝐶𝑁(−𝑁, 0); 𝐵𝑁 = (−𝑁,

𝑥 − 𝑦

2𝑎(𝑡)
) 

𝑄(𝑥 − 𝑦, 𝑡) –ni aşağıdakı kimi çevirək. 

𝑄(𝑥 − 𝑦, 𝑡) =
1

2𝜋𝑎(𝑡)
 𝑒
−
(𝑥−𝑦)2

4𝑎2(𝑡) ∫ 𝑒
−[𝑎(𝑡)𝜎−𝑖

𝑥−𝑦
2𝑎(𝑡)

]
2+∞

−∞

𝑑(𝑎(𝑡)𝜎) 

𝑄(𝑥 − 𝑦, 𝑡) =
1

2𝜋𝑎(𝑡)
 𝑒
−
(𝑥−𝑦)2

4𝑎2(𝑡) ∫ 𝑒
−[𝛿−

𝑥−𝑦

2𝑎(𝑡)
𝑖]
2

+∞

−∞
𝑑𝛿   (12) 

burada 𝛿 = 𝑎(𝑡)𝜎 

∫ 𝑒−𝑧
2

𝐶𝑁𝐷𝑁

𝑑𝑧 = ∫ 𝑒−𝑥
2
𝑑𝑥

𝑛→∞
→   √𝜋

𝑁

−𝑁

 

burada 𝑧 = 𝑥 + 𝑖
𝑥−𝑦

2𝑎(𝑡)
 

| ∫ 𝑒−𝑧
2
𝑑𝑧

𝐷𝑁𝐴𝑁

| = ∫ 𝑒−𝑅𝑒𝑧
2
|𝑑𝑧|

𝑥−𝑦
2𝑎(𝑡)

0

= ∫ 𝑒𝛾
2−𝑁2

𝑥−𝑦
2𝑎(𝑡)

0

𝑑𝛾 = 𝑒−𝑁
2
∫ 𝑒𝛾

2
𝑑𝛾

𝑛→∞
→   0

𝑥−𝑦
2𝑎(𝑡)

0

 

Eyni qayda ile lim𝑁→∞ ∫ 𝑒−𝑧
2

𝐵𝑁𝐶𝑁
𝑑𝑧 = 0 

𝑒−𝑧
2
= 𝑒

−(𝛿+𝑖
𝑥−𝑦

2𝑎(𝑡)
)2

 funksiyası (𝛿-dan asılı) 
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𝑙𝑁-qapalı sınıq xətti daxilində analtik funksiya olduğundan 

∫ 𝑒
−(𝛿+𝑖

𝑥−𝑦

2𝑎(𝑡)
)2
𝑑𝛿 = 0

𝑙𝑁
 olur. 

lim ∫ 𝑒
−(𝛿+𝑖

𝑥−𝑦
2𝑎(𝑡)

)2

𝑑𝛿 = 0

𝑙𝑁

 

Yuxarıda göstərilənləri nəzərə alsaq alarıq. 

∫ 𝑒
−[𝑎(𝑡)𝜎−𝑖

𝑥−𝑦

2𝑎(𝑡)
]
2

+∞

−∞
𝑑𝛿 = √𝜋      (13) 

(13)-ü (12)-də nəzərə alaq. 

𝑄(𝑥 − 𝑦, 𝑡) =
1

2√𝜋𝑎(𝑡)
 𝑒
−
(𝑥−𝑦)2

4𝑎2(𝑡)       (14) 

(14) verilmiş məsələnin fundamental həllidir. 

Teorem: Tutaq ki, 𝜑(𝑥) funksiyası (−∞;+∞) intervalında kəsilməz və məhduddur. 

𝑅𝑒𝛼 >
𝑇

2
 olduqda 

𝑢(𝑥, 𝑡) = ∫ 𝑄(𝑥 − 𝑦, 𝑡)𝜑(𝑦)𝑑(𝑦)
+∞

−∞
  

funksiyası (1)-(2) Koşi məsələsinin 𝑐1,2(0 < 𝑡 ≤ 𝑇,−∞ < 𝑥 < +∞) ∩ 𝑐(0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,−∞ < 𝑥 <

+∞)-dan olan məhdud həllidir. Burada 𝑄(𝑥 − 𝑦, 𝑡) funksiyası (14) dusturu ilə verilib, 𝑎(𝑡) =

√𝛼𝑡 −
1

2
𝑡2 kimi təyin olunur. 

İsbatı: Əvvəlcə 𝑢(𝑥, 𝑡) funksiyasının 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑥 ∈ (−∞;+∞) çoxluğunda kəsilməz olduğunu 

göstərək. 𝑅𝑒𝛼 >
𝑇

2
 olduqda 𝑎(𝑡) > 0 olur. 𝑟 ədədini ilə böyük seçək ki, 𝑟 > 2𝑥 olsun. 𝑦 > 𝑟 üçün 

𝑦 − 𝑥 > 𝑦 −
𝑟

2
>
𝑦

2
 

𝑄(𝑥 − 𝑦, 𝑡) =
1

2√𝜋𝑎(𝑡)
 𝑒
−
(𝑦−𝑥)2

4𝑎2(𝑡) < 
1

2√𝜋𝑎(𝑡)
 𝑒
−

𝑦2

16𝑎2(𝑡)   (15) 

0 < 𝑡1 şərtini ödəyən ixtiyari 𝑡1 üçün 𝑡1 < 𝑡 ≤ 𝑇 olduqda 𝑎(𝑡) funksiyasının müsbət 

olduğunu göstərək. æ = min {𝑎(𝑡1); 𝑎(𝑇)} işarə edək. 

0 < æ ≤ 𝑎(𝑡) < √
1

2
𝑇 

2

𝑇2
<

1

𝑎2(𝑡)
≤

1

æ2
        (16) 

(16)-nı (15)-də nəzərə alsaq alarıq 

𝑒
−

𝑦2

16𝑎2(𝑡) < 𝑒
−
𝑦2

8𝑇2       (17) 

(16) və (17)-ni (15)-də nəzərə alsaq alarıq  

𝑄(𝑥 − 𝑦, 𝑡) <
1

2æ√𝜋
 𝑒
−
𝑦2

8𝑇2      (18) 

|𝑄(𝑥 − 𝑦, 𝑡)𝜑(𝑦)| <
𝑀

2æ√𝜋
 𝑒
−
𝑦2

8𝑇2 
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∫ 𝑒
−
𝑦2

4𝑇2
+∞

𝑟
𝑑𝑦 – inteqralı yığılır, onda ∫ 𝑄(𝑥 − 𝑦, 𝑡)𝜑(𝑦)𝑑(𝑦)

+∞

𝑟
 – inteqralı mütləq və 

müntəzəm yığılır. Eyni qayda ilə göstərmək olar ki, ∫ 𝑄(𝑥 − 𝑦, 𝑡)𝜑(𝑦)𝑑(𝑦)
−𝑟

−∞
 – inteqralı mütləq 

və müntəzəm yığılır. Deməli, ∫ 𝑄(𝑥 − 𝑦, 𝑡)𝜑(𝑦)𝑑(𝑦)
+∞

−∞
 – inteqralı mütləq və müntəzəm yığılır. 

İnteqral alti funksiya kəsilməz olduğundan onun nəticəsi olan 𝑢(𝑥, 𝑡) funksiyası kəsilməz olur. 

Eyni qayda ilə 𝑢𝑡(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥(𝑥, 𝑡), 𝑢𝑥𝑥(𝑥, 𝑡) funksiyalarının da kəsilməz olduğunu göstərə bilərik. 

İndi isə ∀𝑥0 ∈ (−∞,+∞) nöqtəsi götürüb qeyd edək. Göstərək ki, 𝑡 → 𝑡0, 𝑥 → 𝑥0 olduqda 

𝑢(𝑥, 𝑡) → 𝜑(𝑥0) olur. 

∀𝜀 > 0 üçün ∃𝛿(𝜀) > 0 var ki, |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿(𝜀) və |𝑡| < 𝛿(𝜀) üçün |𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜑(𝑥0)| < 𝜀 

ödənilir. 

𝜑(𝑥) funksiyası 𝑥0 nöqtəsində kəsilməz olduğu üçün elə () var ki, |𝜑(𝑥) − 𝜑(𝑥0)| <
1

6
𝜀 

olar. 

İnteqrallama oblastını hissələrə ayıraraq 𝑢(𝑥, 𝑡) funksiyasını üç toplananın cəmi kimi 

göstərək: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢1(𝑥, 𝑡) + 𝑢2(𝑥, 𝑡) + 𝑢3(𝑥, 𝑡), 

𝑢1(𝑥, 𝑡) =
1

2√𝜋𝑎(𝑡)
∫ 𝑒

−
(𝑥−𝑦)2

4𝑎2(𝑡)
𝑥0−

−∞
𝜑(𝑦)𝑑𝑦, 

𝑢2(𝑥, 𝑡) =
1

2√𝜋𝑎(𝑡)
∫ 𝑒

−
(𝑥−𝑦)2

4𝑎2(𝑡)
𝑥0+

𝑥0−
𝜑(𝑦)𝑑𝑦, 

𝑢3(𝑥, 𝑡) =
1

2√𝜋𝑎(𝑡)
∫ 𝑒

−
(𝑥−𝑦)2

4𝑎2(𝑡)
𝑥0+

−∞
𝜑(𝑦)𝑑𝑦, 

𝑥 → 𝑥0 və 𝑡 → 0 olduqda 𝑢1(𝑥, 𝑡) funksiyasını qiymətləndirək. (𝛼 >
𝑇

2
 üçün) 

|𝑢1(𝑥, 𝑡)| =
1

2√𝜋𝑎(𝑡)
| ∫ 𝑒

−
(𝑥−𝑦)2

4𝑎2(𝑡)

𝑥0−

−∞

𝜑(𝑦)𝑑𝑦| ≤
𝑀

2√𝜋𝑎(𝑡)
∫ 𝑒

−
(𝑥−𝑦)2

4𝑎2(𝑡)

𝑥0−

−∞

𝑑𝑦

=
𝑀

2√𝜋𝑎(𝑡)
∫ 2𝑎(𝑡)𝑒−𝜔

2

(𝑥0−−𝑥)(2𝑎(𝑡))

−∞

𝑑𝜔 

|𝑥 − 𝑥0| <  olduğundan 𝑥0 − − 𝑥 < 0 və lim𝑡→0 𝑎(𝑡) = 0 olduğundan alırıq ki, ∃𝛿1(𝜀) >

0 var ki, 𝑢1(𝑥, 𝑡) <
1

3
𝜀. Burada 𝑦 = 𝑥 + 2𝑎(𝑡)𝜔 əvəzləməsi götürülüb. 

𝑑𝑦 = 2𝑎(𝑡)𝑑𝜔, 

𝜔 =
𝑦−𝑥

2𝑎(𝑡)
, 

𝑦 → 𝑥0 −   𝜔 →
𝑥0−−𝑥

2𝑎(𝑡)
, 

𝑦 → −∞  ω → −∞. Indi isə 𝑢2(𝑥, 𝑡) funksiyasını qiymətləndirmək üçün onu aşağıdakı 

kimi çevirək: 

𝑢2(𝑥, 𝑡) = 𝐽1(𝑥, 𝑡) + 𝐽2(𝑥, 𝑡), 

𝐽1(𝑥, 𝑡) =
𝜑(𝑥0)

2√𝜋𝑎(𝑡)
∫ 𝑒

−
(𝑥−𝑦)2

4𝑎2(𝑡)𝑑𝑦
𝑥0+

𝑥0−
, 
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𝐽2(𝑥, 𝑡) =
1

2√𝜋𝑎(𝑡)
∫ (𝜑(𝑦) − 𝜑(𝑥0))𝑒

−
(𝑥−𝑦)2

4𝑎2(𝑡)𝑑𝑦
𝑥0+

𝑥0−
. 

Göstərək ki, 

lim 𝑡→0
𝑥→𝑥0

𝐽1(𝑥, 𝑡) = 𝜑(𝑥0), 

𝐽1(𝑥, 𝑡) =
𝜑(𝑥0)

2√𝜋𝑎(𝑡)
∫ 2𝑎(𝑡)𝑒−𝜔

2
𝑥0+−𝑥

2𝑎(𝑡)
𝑥0−−𝑥

2𝑎(𝑡)

𝑑𝜔, 

𝐽1(𝑥, 𝑡) =
𝜑(𝑥0)2𝑎(𝑡)

2√𝜋𝑎(𝑡)
∫ 𝑒−𝜔

2
𝑥0+−𝑥

2𝑎(𝑡)
𝑥0−−𝑥

2𝑎(𝑡)

𝑑𝜔, 

𝑥 + − 𝑥 > 0 və 𝑥 − − 𝑥 < 0 eyni zamanda lim𝑡→0 𝑎(𝑡) = 0 olduğundan inteqralın 

yuxarı sərhəddi +∞-ğa, aşağı sərhəddi −∞-ğa yaxınlaşır. 

Deməli : 

lim 𝑡→0
𝑥→𝑥0

𝐽1(𝑥, 𝑡) = 𝜑(𝑥0). 

Yəni 

|𝐽1(𝑥, 𝑡) − 𝜑(𝑥0)| <
1

6
𝜀. 

İndi İsə göstərək ki, 

|𝐽2(𝑥, 𝑡)| <
1

6
𝜀, 

|𝐽2(𝑥, 𝑡)| =
1

2√𝜋𝑎(𝑡)
∫ |𝜑(𝑦) − 𝜑(𝑥0)|𝑒

−
(𝑥−𝑦)2

4𝑎2(𝑡)𝑑𝑦 <
𝜀

6

𝑥0+

𝑥0−

∙
1

2√𝜋𝑎(𝑡)
∫ 2𝑎(𝑡)𝑒−𝜔

2

(𝑥0+−𝑥)(2𝑎(𝑡))

(𝑥0−−𝑥)(2𝑎(𝑡))

𝑑𝜔

< 

<
𝜀

6
 ∙  

1

√𝜋
∫ 𝑒−𝜔

2+∞

−∞
𝑑𝜔 =

𝜀

6
 , |𝐽2(𝑥, 𝑡)| <

𝜀

6
 , 

𝑢1(𝑥, 𝑡) funksiyasını qiymətləndirdiyimiz kimi eyni qaydada 𝑢3(𝑥, 𝑡) funksiyası üçün elə 
𝛿2(𝜀) > 0 

var ki |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿(𝜀) və |𝑡| < 𝛿(𝜀) üçü𝑛 |𝑢3(𝑥, 𝑡)| <
1

3
 𝜀 olsun. ∀𝜀 > 0 üçün ∃𝛿 = 𝛿(𝜀) > 0 

var ki, |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 və |𝑡| < 𝛿 üçün |𝑢(𝑥, 𝑡) − 𝜑0(𝑥 )| < 𝜀 ödənilir. Teorem isbat olundu. 
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XÜLASƏ 

İşdə baxılan tənlik yüklənmiş xüsusi törəməli parabolik tənlikdir.Bu tənliyə sərhəd şərtləri elə daxil olmuşdur 

ki,baxılan parçanın uc nöqtələri ilə orta nöqtəsi arasında əlaqə verilmişdir.Eyni vaxta tənliyə başlanğıc şərt 

qoşulmuşdur ki,alınan məsələnin həllinin tapılması öyrənilir.Əvvəlcə məsələyə Laplas operatoru tətbiq olunaraq 

qarışıq məsələyə uyğun spektral məsələ qurulmuşdur,sonra isə alınmış üç nöqtəli spektal məsələ kompleks mütəvidə 

tətqiq olumuşdur. 

Beləki,parametrdən asılı adi disferensial tənliyin ümumi həlli tapıldıqdan sonra sabitlərin variasiya üsulundan 

istifadə olunaraq,qeyri bircins tənliyin ümumi həlli qurulmuşdur.Ümumi həlldə iştirak edən sabitləri tapmaq üçün 

üçnöqtəli sərhəd şərtlərtindən istifadə olunmuşdur. 

Bundan əlavə,spektal məsələnin məxsusi ədədləri tapılmış və Qrin funksiyası qurulmuşdur. 

Qrin funksiyası üçün qiymətlənmə alınımşdır,və bu qiymətlənmədən istifadə edərək,ayrılış teoremi 

verilmişdir.Bundan sonra, xüsusi törəməli diferensial tənlikdə iştirak edən yüklənmiş həddi nəzərə alaraq tələb 

olunmuşdur ki,həll ilkin məsələni ödəsin.Bunun əsasında həlli tapmaq üçün Voltera inteqral tənlik alınmışdır və 

göstərilmişdir ki, baxılan məsələnin həlli varsa bu həll alınmış Voltera inteqral tənliyi ödəməlidir.Voltera inteqral 

tənliyin həllini tapmaq üçün arıdıcıl yaxınlaşmalar üsulundan istifadə edilmişdir. 

Açar sözlər. Fundamental həll, asimptotika, analitik funksiya, məxsusi ədəd, asimptotik düstur 

SOLUTION OF ONE PROBLEM FOR THE LOUDED PARABOLIC TYPE OF EQUATION 

ABSTRACT 

The equation that we will consider is a parabolic equation with a loaded special derivative.  

The boundary conditions included in this equation in a way that there is a relationship between the corner points 

and the midpoint in the region under consideration.  

An initial condition is added to the equation and the solution of this problem is investigated.  

First, the Laplace operator is applied to the problem and a spectral problem corresponding to the problem is 

constructed. 

Then the resulting three-point spectral problem is studied in a complex equation. Depending on the parameters, 

after finding the general solution of an ordinary differential equation, a general solution of an inhomogeneous equation 

is constructed by the method of variation of constants.  

There were used three-point boundary conditions for finding the constants included in the general solution.  

In addition, the eigenvalues of the spectral problem were found and the Green's function was constructed.  

An estimate was obtained for the Green's function, and was given a separation theorem by using this estimate.  

Further, taking into account the loaded limit included in the differential-differential equation, it is required that 

the solution satisfies the original problem. Taking this into account, in order to find a solution, the Voltaire integral 
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equation was obtained and it was shown that if there is a solution to the problem under consideration, this solution 

must satisfy the obtained Voltaire integral equation. There were used the method of successive approximations is used 

for finding the solution of the Voltaire integral equation. 

Keywords: Eigenvalues, Green function, fundamental solution, characteristic determinant, spectral problem. 

РЕШЕНИЕ ОДНОЙ ЗАЛАЧИ ДЛЯ НАГРУЖЕННОГО УРАВНЕНИЯ ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА 

РЕЗЮМЕ 

Уравнение-которое мы будем рассматривать является параболическим уравнением с нагруженной 

специальной производной. 

Граничные условия включены в это уравнение таким образом, что в рассматриваемой области между 

угловыми точками и средней точкой есть связь. 

В уравнение добавляется начальное условие и исследуется решение данной задачи. 

Сначала к задаче применяется оператор Лапласа и строится спектральная задача, соответствующая 

задаче, а затем полученная трехточечная спектральная задача исследуется в комплексном уравнении. 

Таким образом в зависимости от параметров после нахождения общего решения обыкновенного 

дифференциального уравнения строится общее решение неоднородного уравнения методом вариации 

констант. 

Для нахождения констант входящих в общее решение, использовались трехточечные граничные условия. 

Кроме того, были найдены собственные значения спектральной задачи и построена функция Грина. 

Была получена оценка для функции Грина и с использованием этой оценки была приведена теорема 

разделения. 

Далее учитывая нагруженный предел, входящий в дифференциально-дифференциальное уравнение, 

требуется, чтобы решение удовлетворяло исходной задаче. 

Учитывая это для нахождения решения было получено интегральное уравнение Вольтера и было показа-

но, что при наличии решения рассматриваемой задачи это решение должно удовлетворять полученному 

интегральному уравнению Вольтера. Для нахождения решения интегрального уравнение Вольтера исполь-

зуется метод последовательных приближений. 

Ключевые слова: Собственных значения, Функция Грина, фундаментальные решения, характеристический 

детерм инант, спектральная задача. 

 

Aşağıdakı kimi istilikkeçirmə tənliyinə baxaq: 

𝜕𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢(𝑥,𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑏

𝜕𝑢(0,𝑡)

𝜕𝑥
 , - 𝑙 ˂x˂ 𝑙, t>0 (1) 

Bu tənliyə 

u(−𝑙, 𝑡) −u(𝑙, 𝑡)=0 

 u(0, 𝑡)=0 (2) 

sərhəd şərtlərini 

 u(𝑥, 0)=𝜑(𝑥) (3) 

başlanğıc şərtini əlavə edək. 

 Burada , φ(x) funksiyası[−𝑙, 𝑙] parçasında təyin olunmuşdur.  

 Laplas çevrilməsindən istifadə etməklə qoyulmuş qarışıq məsələni 𝜆 parametrindən asılı 

olan 𝑥-ə görə ikitərtibli adi differensial tənlik üçün qoyulmuş sərhəd məsələsinə gətirmək olar. 

Həmin məsələ aşağıdakı kimidir: 

 𝑣̈(𝑥, 𝜆) − 𝜆2𝑣(𝑥, 𝜆) = ℎ(𝑥) (4) 
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𝑣(−𝑙) − 𝑣(𝑙) = 0 

 𝑣(0) = 0 (5) 

Deməli sərhəd şərtində 𝛼1 = 1,𝛽1 = 0, 𝛾1 = −1,𝛼2 = 0,𝛽2 = 1, 𝛾2 = 0 götürülmüşdür. 

Sabitin variasiya üsulunu tətbiq edərək, (4) tənliyinin ümumi həllini taparıq. 

 𝑣(𝑥, 𝜆) = Α𝑒𝜆𝑥 + Β𝑒−𝜆𝑥 + 

 + ∫
𝑒𝜆(𝑥−𝜉) − 𝑒−𝜆(𝑥−𝜉)

4𝜆
ℎ(𝜉)𝑑𝜉 − 

𝑥

−𝑙

∫
𝑒𝜆(𝑥−𝜉) − 𝑒−𝜆(𝑥−𝜉)

4𝜆
ℎ(𝜉)𝑑𝜉 =

𝑙

𝑥

= Α𝑒𝜆𝑥 + Β𝑒−𝜆𝑥 + ∫
𝑠ℎ𝜆(𝑥 − 𝜉)

2𝜆
ℎ(𝜉)𝑑𝜉 − ∫

𝑠ℎ𝜆(𝑥 − 𝜉)

2𝜆
ℎ(𝜉)𝑑𝜉

𝑙

𝑥

𝑥

−𝑙

 

Aldığımız ifadəni sadələşdirmək üçün yeni funksiya daxil edək: 

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝜆) =

{
 

 
𝑒𝜆(𝑥−𝜉) − 𝑒−𝜆(𝑥−𝜉)

4𝜆
; −𝑙 ≤ 𝜉 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙

−
𝑒𝜆(𝑥−𝜉) − 𝑒−𝜆(𝑥−𝜉)

4𝜆
; −𝑙 ≤ 𝑥 ≤ 𝜉 ≤ 𝑙

 

Bu funksiyanin köməyi ilə (4) funksiyasının ümumi həlli üçün belə düstur alırıq: 

 𝑣(𝑥, 𝜆) = Α𝑒𝜆𝑥 + Β𝑒−𝜆𝑥 + ∫ 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝜆)
𝑙

−𝑙
ℎ(𝜉)𝑑𝜉 (6) 

Burada Α və Β ixtiyari sabitlərdir.A və B -ni tapmaq üçün sərhəd şərtindən istifadə etməklə 

aşağıdakı sistemi almış olarıq: 

{
  
 

  
 

 Α + Β = − ∫𝑔(0, 𝜉, 𝜆)

𝑙

−𝑙

ℎ(𝜉)𝑑𝜉

Α(e−𝜆𝑙 − e𝜆𝑙) + Β(e𝜆𝑙 − e−𝜆𝑙) = ∫[𝑔(𝑙, 𝜉, 𝜆) − 𝑔(−𝑙, 𝜉, 𝜆)]ℎ(𝜉)𝑑𝜉

𝑙

−𝑙

 

 Bu sistemi Kramer qaydası ilə həll edək. 

Baş determinant: 

𝐷 = |
1 1

e−𝜆𝑙 − e𝜆𝑙 e𝜆𝑙 − e−𝜆𝑙
| = 2(e𝜆𝑙 − e−𝜆𝑙) 

Köməkçi determinantlar: 

 

𝐷1 =

|

|
− ∫𝑔(0, 𝜉, 𝜆)

𝑙

−𝑙

ℎ(𝜉)𝑑𝜉 1

− ∫[𝑔(−𝑙, 𝜉, 𝜆) − 𝑔(𝑙, 𝜉, 𝜆)]ℎ(𝜉)𝑑𝜉

𝑙

−𝑙

e−𝜆𝑙 − e𝜆𝑙
|

|

 

𝐷2 =

|

|
1 − ∫𝑔(0, 𝜉, 𝜆)

𝑙

−𝑙

ℎ(𝜉)𝑑𝜉

e𝜆𝑙 − e−𝜆𝑙 − ∫[𝑔(−𝑙, 𝜉, 𝜆) − 𝑔(𝑙, 𝜉, 𝜆)]ℎ(𝜉)𝑑𝜉

𝑙

−𝑙

|

|
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 Α =
𝐷1

𝐷
 ; Β =

𝐷2

𝐷
 

Bunu ümumi həllin ifadəsində yerinə yazsaq, 

 𝑣(𝑥, 𝜆) =
𝐷1

𝐷
𝑒𝜆𝑥 +

𝐷2

𝐷
𝑒−𝜆𝑥 + ∫ 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝜆)

𝑙

−𝑙
ℎ(𝜉)𝑑𝜉= 

= ∫

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝜆) 𝑒𝜆𝑥 𝑒−𝜆𝑥

𝑔(0, 𝜉, 𝜆) 1 1

𝑔(−𝑙, 𝜉, 𝜆) − 𝑔(𝑙, 𝜉, 𝜆) e−𝜆𝑙 − e𝜆𝑙 e𝜆𝑙 − e−𝜆𝑙

𝐷(𝜆)

𝑙

−𝑙

ℎ(𝜉)𝑑𝜉 

Δ(𝑥, 𝜉, 𝜆) = |

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝜆) 𝑒𝜆𝑥 𝑒−𝜆𝑥

𝑔(0, 𝜉, 𝜆) 1 1

𝑔(−𝑙, 𝜉, 𝜆) − 𝑔(𝑙, 𝜉, 𝜆) e−𝜆𝑙 − e𝜆𝑙 e𝜆𝑙 − e−𝜆𝑙
| 

 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆) =
Δ(𝑥,𝜉,𝜆)

𝐷(𝜆)
 (7) 

işarə edək. 

(7) düsturu ilə təyin olunan 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆) funksiyasina (4)-(5) məsələsinin Qrin funksiyası 

deyilir. Nəhayət, aldığımız (4)-(5) spektral məsələnin həllini aşağıdakı düstur şəklində təyin 

etmiş oluruq: 

𝑣(𝑥, 𝜆) = ∫ 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆)
𝑙

−𝑙
ℎ(𝜉)𝑑𝜉  

𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆) Qrin funksiyası 𝜆-a nəzərən meromorf funksiyadır. Ona görə də məxrəcin sıfır-

larını, yəni 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆)-nın polyuslarını və bunlardan (əgər varsa) kənarda 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆) funksiyasının 

özünü tədqiq etməliyik. 

𝐷 = |
1 1

e−𝜆𝑙 − e𝜆𝑙 e𝜆𝑙 − e−𝜆𝑙
| = 2(e𝜆𝑙 − e−𝜆𝑙) 

𝐷(𝜆) = 0 ⇔  2(e𝜆𝑙 − e−𝜆𝑙) = 0 

Buradan 

 𝑒2𝜆𝑙 = 1 və ya 𝑒2𝜆𝑙 = 𝑒2𝜋𝑘𝑖; 

2𝜆𝑘𝑙 = 2𝑘𝜋𝑖; 𝜆𝑘 =
𝜋𝑘𝑖

𝑙
, 𝑘 ∈ 𝑍. 

𝜆𝑘-lar Qrin funksiyasının polyuslarıdır. Burada tapılan 𝜆𝑘 kökləri sırf xəyali ədədlərdir və 

onlar 𝜆 −kompleks müstəvisində xəyali oxun üzərində yerləşirlər. Bundan başqa 𝑘 → ∞ şərti ilə 

bu köklər sıxlaşmırlar. Doğrudan da istənilən k üçün iki qonşu kökü götürüb aralarındakı 

məsafəni hesablasaq alarıq: 

|𝜆𝑘+1 − 𝜆𝑘| = |
(𝑘 + 1)𝜋𝑖

𝑙
−
𝑘𝜋𝑖

𝑙
| =

𝜋

𝑙
 

Nəticə sabit olduğuna görə 𝑘 → ∞ şərtindən asılı olmur və o sıfra yaxınlaşmır. Bu isə 𝜆𝑘 

köklərinin sıxlaşmadığını göstərir. Bundan başqa, əgər 𝜆𝑘 köklərini əhatə edən 𝛿𝑘 radiuslu 

çevrələr çəksək, onda 

𝐷(𝜆) = 0 

tənliyinin kökləri bu çevrələrin daxilində qaldığından onlardan kənarda götürülmüş istənilən 

oblastda 

|𝐷(𝜆)| ≥ 𝑐 > 0 
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olacaq. Yəni, 𝐷(𝑥) bir funksiya kimi aşağıdan məhduddur. 

İndi də Δ(𝑥, 𝜉, 𝜆)-nın tədqiqinə keçək. 

Δ(𝑥, 𝜉, 𝜆) = |

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝜆) 𝑒𝜆𝑥 𝑒−𝜆𝑥

𝑔(0, 𝜉, 𝜆) 1 1

𝑔(−𝑙, 𝜉, 𝜆) − 𝑔(𝑙, 𝜉, 𝜆) e−𝜆𝑙 − e𝜆𝑙 e𝜆𝑙 − e−𝜆𝑙
| 

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝜆) =

{
 

 
𝑒𝜆(𝑥−𝜉) − 𝑒−𝜆(𝑥−𝜉)

4𝜆
; −𝑙 ≤ 𝜉 ≤ 𝑥 ≤ 𝑙

−
𝑒𝜆(𝑥−𝜉) − 𝑒−𝜆(𝑥−𝜉)

4𝜆
; −𝑙 ≤ 𝑥 ≤ 𝜉 ≤ 𝑙

 

𝑔(𝑥, 𝜉, 𝜆) funksiyasından istifadə etsək,aşaöıdakı fərqi tapmaq olar:  

𝑔(−𝑙, 𝜉, 𝜆) − 𝑔(𝑙, 𝜉, 𝜆) =
𝑒𝜆(𝑙+𝜉) − 𝑒−𝜆(𝑙+𝜉)

4𝜆
−
𝑒𝜆(𝑙−𝜉) − 𝑒−𝜆(𝑙−𝜉)

4𝜆
= 

=
𝑠ℎ𝜆(𝑙 + 𝜉) − 𝑠ℎ𝜆(𝑙 − 𝜉)

2𝜆
 

Aldığımıs ifadələrdən görmək olar ki, |𝜆| → ∞ şərti ilə 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆) funksiyası özünü 
1

|𝜆|
 kimi 

aparır: 

|𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆)| ≤ 
𝑐

|𝜆|
 

Bu qiymətləndirmədən sonra qoyulmuş məsələnin requlyar olduğunu alırıq. 

Məlumdur ki, requlyar məsələ üçün ayrılış düsturu mövcuddur. Daha doğrusu, aşağıdakı 

kimi hökm doğrudur: 

Əgər 𝑓(𝑥) və 𝑓̇(𝑥) funksiyaları [0,1] parçasında kəsilməzdirsə, 

−
1

2𝜋𝑖
∑ ∫ 𝜆𝑠𝑑𝜆 ∫𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆)𝑓(𝜉)𝑑𝜉 =

𝑙

−𝑙𝑐𝜕𝜕

−∑𝑅𝑒𝑠

𝜕

𝜆𝑠 ∫𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆)𝑓(𝜉)𝑑𝜉 =

𝑙

−𝑙

{
𝑓(𝑥), 𝑠 = 1
0, 𝑠 = 0

 

Burada 𝑐𝜕 − 𝜆𝜕 = 𝜋𝜕𝑖 kökünü əhatə edən və daxilində ancaq bir dənə kök saxlayan kiçik 

radiuslu çevrələrdir. Bundan başqa, 𝐷(𝑥) = 0 tənliyinin kökləri sadə olduğuna görə 𝑅𝑒𝑠 − 𝜆𝜕-ə 

çıxıqlar da sadə polyuslara görə hesablanır. 

Qarışıq məsələyə uyğun spektral məsələ requlyardır və bu halda ayrılış düsturu 

mövcuddur. Qarışıq məslənin həllini aşağıdakı düstur şəklində göstərmək olar: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = −
1

2𝜋𝑖
∑ ∫ 𝑒𝜆

2𝑡𝜆𝑑𝜆 {∫𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆) [𝜑(𝜉) + ∫ 𝑒−𝜆
2𝜏𝐹(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

] 𝑑𝜉

𝑙

−𝑙

}

𝑐𝜕𝜕

 

Burada 𝐹(𝜏) =
𝜕𝑢(0,𝜏)

𝜕𝑥
 işarə olunmuşdur. 𝑐𝜕 isə daxilində yalnız bir dənə 𝜆𝜕 polyusunu sax-

layan kiçik radiuslu çevrələrdir. Bu inteqralı iki cəm şəklində yazıb onları sadələşdirək: 

𝑢(𝑥, 𝑡) = −
1

2𝜋𝑖
∑ ∫ 𝑒𝜆

2𝑡𝜆𝑑𝜆 ∫𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆)𝜑(𝜉)𝑑𝜉 −

𝑙

−𝑙𝑐𝜕𝜕

1

2𝜋𝑖
∑ ∫ 𝑒𝜆

2𝑡𝜆𝑑𝜆 ∫𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆)𝑑𝜉 ∫ 𝑒−𝜆
2𝜏𝐹(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

𝑙

−𝑙𝑐𝜕𝜕

 

Qurduğumuz funksiyanın həll olmasını yoxlama üsulu ilə görmək olar. Əgər 𝑢(𝑥, 𝑡) funksi-

yasını (1) tənliyində yazıb formal olaraq differensiallasaq: 
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−
1

2𝜋𝑖
∑ ∫ 𝑒𝜆

2𝑡𝜆3𝑑𝜆 ∫𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆) [𝜑(𝜉) − ∫ 𝑒−𝜆
2𝜏𝐹(𝜏)𝑑𝜏

𝑡

0

] 𝑑𝜉 −

𝑙

−𝑙𝑐𝜕𝜕

 

−
1

2𝜋𝑖
∑ ∫ 𝑒𝜆

2𝑡𝜆3𝑑𝜆 ∫𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆)(−𝐹(𝑡))𝑑𝜉 =

𝑙

−𝑙𝑐𝜕𝜕

 

= −
1

2𝜋𝑖
∑ ∫ 𝑒𝜆

2𝑡𝜆𝑑𝜆 ∫
𝑑2𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆)

𝑑𝑥2
[𝜑(𝜉) − ∫ 𝑒−𝜆

2𝜏𝐹(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

0

] + 𝐹(𝑡)

𝑙

−𝑙𝑐𝜕𝜕

 

Sonra 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆) funksiyasını 𝑥 ≠ 𝜉 olduqda 

𝑑2𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆)

𝑑𝑥2
− 𝜆2𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆) = 0 

tənliyinin həlli olmasnı və ayrılış düsturunu nəzərə alsaq, onda (1) tənliyinin doğruluğu isbat 

olunur. Sərhəd şərtlərinin ödənilməsi də 𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆) funksiyasının xassəsindən alınır. (3) başlanğıc 

şərti də ayrılış düsturuna görə alınır. 

𝑢(𝑥, 𝑡) = −
1

2𝜋𝑖
∑ ∫ 𝜆𝑑𝜆 ∫𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆)𝜑(𝜉)𝑑𝜉 = 𝜑(𝑥)

𝑙

−𝑙𝑐𝜕𝜕

 

İndi 𝑢(𝑥, 𝑡) üçün yazdığımız birinci toplananı sadələşdirək. Bunun üçün əvvəlcə 𝜆-ya görə 

inteqralı hesablayaq. Çıxıqlar düsturunu tətbiq edirik: 

𝐼1 = −
1

2𝜋𝑖
∑ ∫ 𝑒𝜆

2𝑡𝜆𝑑𝜆 ∫𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆)𝜑(𝜉)𝑑𝜉 =

𝑙

−𝑙𝑐𝜕𝜕

 

=∑[∫
Δ(𝑥, 𝜉, 𝜆𝜕)

D′(𝜆𝜕)
𝜑(𝜉)𝑑𝜉

𝑙

−𝑙

] 𝜆𝜕𝑒
𝜆𝜕
2𝑡 

𝐷(𝜆) = 𝑒−𝜆 − 𝑒𝜆 

𝐷′(𝜆) = 𝑒−𝜆 − 𝑒𝜆 = −(𝑒𝜆 + 𝑒−𝜆) 

𝜆𝜕 = 𝜋𝜕𝑖 

olduğundan  

𝐷′(𝜆) = −(𝑒𝜋𝜕𝑖 + 𝑒−𝜋𝜕𝑖) = −2
𝑒𝜋𝜕𝑖 − 𝑒−𝜋𝜕𝑖

2
= −2𝑐𝑜𝑠 = −2(−1)𝜕 

Δ(𝑥, 𝜉, 𝜆𝜕) = 𝑔(𝑥, 𝜉, 𝜆𝜕)𝐷(𝜆𝜕) − 𝑒
𝜆𝜕𝑥 |

𝑔2(𝜆𝜕) 1 − ℎ𝑒−
1
2
𝜆𝜕

𝑔3(𝜆𝜕) 𝑒−𝜆𝜕 + ℎ𝑒−
1
2
𝜆𝜕

| + 

+𝑒−𝜆𝜕𝑥 |
𝑔2(𝜆𝜕) 1 − ℎ𝑒

1
2
𝜆𝜕

𝑔3(𝜆𝜕) 𝑒𝜆𝜕 + ℎ𝑒
1
2
𝜆𝜕

| 

Burada 𝐷(𝜆𝜕) = 0 olduğundan 

Δ(𝑥, 𝜉, 𝜆𝜕) = −𝑒
𝜆𝜕𝑥 [𝑔2(𝜆𝜕) (𝑒

−𝜆𝜕 + ℎ𝑒−
1

2
𝜆𝜕) − 𝑔3(𝜆𝜕)(1 − ℎ𝑒

−
1

2
𝜆𝜕)]+ 

+𝑒−𝜆𝜕𝑥 [𝑔2(𝜆𝜕) (𝑒
𝜆𝜕 + ℎ𝑒

1
2
𝜆𝜕) − 𝑔3(𝜆𝜕)(1 − ℎ𝑒

1
2
𝜆𝜕)] 
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Buradakı 𝜆𝜕 kökləri 𝑒𝜆 − 𝑒−𝜆 = 0 eyniliyini ödədiyinə görə 𝑒𝜆𝜕 = 𝑒−𝜆𝜕  yazmaqla Δ(𝑥, 𝜉, 𝜆𝜕) 

ifadəsini bir qədər də sadələşdirə bilərik: 

Δ(𝑥, 𝜉, 𝜆𝜕) = 𝑒
−𝜆𝜕𝑥 [𝑔2(𝜆𝜕) (𝑒

𝜆𝜕 + ℎ𝑒
1
2
𝜆𝜕) − 𝑔3(𝜆𝜕) (1 − ℎ𝑒

1
2
𝜆𝜕)] + 

±𝑒𝜆𝜕𝑥 [𝑔2(𝜆𝜕) (𝑒
𝜆𝜕 + ℎ𝑒

1
2
𝜆𝜕) − 𝑔3(𝜆𝜕) (1 − ℎ𝑒

1
2
𝜆𝜕)] = 

= −2𝑠ℎ𝜆𝜕𝑥 [𝑔2(𝜆𝜕) (𝑒
𝜆𝜕 + ℎ𝑒

1
2
𝜆𝜕) − 𝑔3(𝜆𝜕) (1 − ℎ𝑒

1
2
𝜆𝜕)] 

Sonra 

𝑘(𝜉, 𝜆𝜕) = 𝑔2(𝜆𝜕) (𝑒
𝜆𝜕 + ℎ𝑒

1
2
𝜆𝜕) − 𝑔3(𝜆𝜕) (1 − ℎ𝑒

1
2
𝜆𝜕) 

işarə etsək, alarıq: 

𝐼1 =∑𝑒−(𝜕𝜋)
2𝑡

𝜕

(𝜕𝜋𝑖)

(−1)𝜕
{∫𝑘(𝜉, 𝜆𝜕)𝜑(𝜉)𝑑𝜉

𝑙

−𝑙

} 𝑠ℎ𝜕𝜋𝑥 

Bu qayda ilə ikinci toplananı hesablayırıq: 

𝐼2 = −
1

2𝜋𝑖
∑ ∫ 𝑒𝜆

2𝑡𝜆𝑑𝜆 ∫𝐺(𝑥, 𝜉, 𝜆)𝑑𝜉 ∫ 𝑒−𝜆
2𝜏𝐹(𝜏)𝑑𝜏

−𝑙

−𝑙

=

𝑙

−𝑙𝑐𝜕𝜕

 

=∑𝑒−(𝜕𝜋)
2𝑡

𝜕

(𝜕𝜋𝑖)

(−1)𝜕
[∫ 𝑘(𝜉, 𝜆𝜕)𝑑𝜉

𝑙

−𝑙

]∫ 𝑒(𝜕𝜋)
2𝑡

𝑡

0

 𝐹(𝜏)𝑑𝜏 𝑠ℎ𝜕𝜋𝑥 

İndi də həll üçün aldığımız ifadənin x-ə görə törəməsini tapaq: 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
=∑𝑒−(𝜕𝜋)

2𝑡

𝜕

(𝜕𝜋𝑖)

(−1)𝜕
{∫𝑘(𝜉, 𝜆𝜕)𝜑(𝜉)𝑑𝜉

𝑙

−𝑙

} (𝜋𝜕)𝑐ℎ𝜕𝜋𝑥 + 

+∑𝑒−(𝜕𝜋)
2𝑡

𝜕

(𝜕𝜋𝑖)

(−1)𝜕
[∫𝑘(𝜉, 𝜆𝜕)𝑑𝜉

𝑙

−𝑙

] 𝜕𝜋𝑐ℎ𝜕𝜋𝑥∫𝑒(𝜕𝜋)
2𝑡

𝑡

0

 𝐹(𝜏)𝑑𝜏 

Əgər bu bərabərlikdə 𝑥 = 0 yazsaq və 𝐹(𝑡) =
𝜕𝑢(0,𝑡)

𝜕𝑥
 olduğunu nəzərə alsaq, onda 

𝜕𝑢

𝜕𝑥
-ə görə 

inteqral tənliyə gəlirik: 

𝜕𝑢(0, 𝑡)

𝜕𝑥
=∑

𝑒−𝜋
2𝜕2𝑡(𝜕𝜋)2𝑖

(−1)𝜕
𝜕

∫𝑘(𝜉, 𝜆𝜕)𝜑(𝜉)𝑑𝜉

𝑙

−𝑙

+ 

+(∑
𝑒−𝜋

2𝜕2𝑡(𝜕𝜋)2𝑖

(−1)𝜕
𝜕

∫𝑘(𝜉, 𝜆𝜕)𝑑𝜉

𝑙

−𝑙

)∫𝑒𝜋
2𝜕2𝑡

𝜕𝑢(0, 𝑡)

𝜕𝑥

𝑡

0

𝑑𝜏 

Aldığımız bu tənliyi ardıcıl yaxınlaşma üsulu ilə həll etmək olar. Bunun üçün 

∑
𝑒−𝜋

2𝜕2𝑡(𝜕𝜋)2𝑖

(−1)𝜕
𝜕

∫𝑘(𝜉, 𝜆𝜕)𝜑(𝜉)𝑑𝜉

𝑙

−𝑙

= A(𝑡) 

∑
𝑒−𝜋

2𝜕2(𝑡−𝜏)(𝜕𝜋)2𝑖

(−1)𝜕
𝜕

∫𝑘(𝜉, 𝜆𝜕)𝑑𝜉

𝑙

−𝑙

= 𝐵(𝑡, −𝜏) 
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𝜕𝑢(0, 𝑡)

𝜕𝑥
= 𝜓(𝑡) 

işarə etmək lazımdır. 

𝜓(𝑡) = A(𝑡) + ∫𝐵(𝑡, −𝜏)

𝑡

0

𝜓(𝑡)𝑑𝜏 

İndi A(𝑡) və 𝐵(𝑡, −𝜏) funksiyalarını qiymətləndirərək alınmış inteqral tənliyin həll edildiyini 

göstərmək lazımdır. Başlanğıc şərtində götürdüyümüz 𝜑(𝑥) funksiyasının kafi qədər hamar 

olduğunu və 𝑘(𝜉, 𝜆𝜕)-nın qiymətlərini nəzərə alsaq, 

|A(𝑡)| ≤∑𝑒−𝜕
2𝜋2𝑡(𝜕𝜋)𝑀

𝜕

 

yaza bilərik. Burada 𝑀 = max𝑥∈[0,1]|𝜑(𝑥) |. 

Göründüyü kimi, bu sıra istənilən 𝑡 > 0 qiymətində yığılan olacaqdır. 𝑡 = 0-da yığılmanı tə-

min etmək üçün 𝜑(0) = 𝜑(1) = 𝜑′(0) = 𝜑′(1) = 0 şərti qəbul edib, iki dəfə hissə-hissə inteqral-

lamaq lazımdır. Eyni qayda ilə 𝐵(𝑡, −𝜏) ifadəsinin də yığılan olduğunu qəbul edirik. 

 Deməli aldığımız inteqral tənliyi ardıcıl yaxınlaşma üsulu ilə həll edə bilərik. Bunun 

üçün 𝜓0 = Α(𝑡) götürürük. Sonra 

𝜓1 = A(𝑡) + ∫𝐵(𝑡, −𝜏)

𝑡

0

𝜓0(𝜏)𝑑𝜏 

𝜓2 = A(𝑡) + ∫𝐵(𝑡, −𝜏)

𝑡

0

𝜓1(𝜏)𝑑𝜏 

 və s. qəbul etməklə həllə yaxınlaşmaları təyin edirik. Bu qayda ilə qurduğumuz {𝜓𝑘(𝑡)} funk-

siyalar ardıcıllığını 𝑘 → ∞ şərti ilə sonlu limiti olduğundan inteqral tənliyin də həllinin varlığını 

deyə bilərik. Beləliklə,  

𝜓(𝑡) =
𝜕𝑢(0, 𝑡)

𝜕𝑥
 

funksiyasını tapıb yerinə yazdıqdan sonra həlli tamamilə qurmuş oluruq. Qurduğumuz həll 

hələlik formal həldir. Alınan sıraların yığılan olmasını 𝜑(𝑥) üzərinə müəyyən şərtlər qoymaqla 

əsaslandırmaq olar. 
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РАЗЛОЖЕНИЯ ПО СОБСТВЕННЫМ ФУНКЦИЯМ 

ОДНОМЕРНОГО ОПЕРАТОРА ШРЕДИНГЕРА С 

ДОПОЛНИТЕЛЬНЫМ РАСТУЩИМ ПОТЕНЦИАЛОМ  

Д.Г. ОРУДЖЕВ 

Бакинский инженерный университет  

Баку, Азербайджан 

dorucov@beu.edu.az 

РЕЗЮМЕ 

На всей оси рассматривается одномерное уравнение Шредингера, которое на положительной полуоси 

представляет собой возмущенный гармонический осциллятор. Изучен спектр соответствующего оператора. 

Получены формулы разложения по собственным функциям непрерывного и дискретного спектров.  

Ключевые слова: гармонический осциллятор, уравнение Шредингера, спектр, собственные функции, 

формулы разложения.  

ƏLAVƏ ARTAN POTENSİALLI ŞREDİNGER OPERATORUNUN MƏXSUSİ                                                                   

FUNKSİYALARI ÜZRƏ AYRILIŞ DÜSTURLARI 

XÜLASƏ  

Bütün oxda birölçülü Şredinger tənliyinə baxılmışdır, hansı ki, müsbət yarım oxda həyəcanlanmış harmonik 

osilyatra çevrilir. Uyğun operatorun spektri tədqiq edilmişdir.Bu operatorun kəsilməz spektri və diskret spektrinə 

uyğun məxsusi funksiyalar üzrə ayrılış düsturları alınmışdır.  

Açar sözlər: Harmonik osilyator, Şredinger tənliyi, spektr,məxsusi funksiyalar, ayrılış düsturları. 

EIGENFUNCTION EXPANSIONS OF A ONE-DIMENSIONAL SHRODINGER OPERATOR WITH AN 

ADDITIONAL GROWING POTENTIAL 

ABSTRACT  

The one-dimensional Schrodinger equation on the whole axis is considered which on the positive semiaxis is a 

perturbed harmonic oscillator. The spectrum of the corresponding operator is studied. Formulas for expansion in terms 

of eigenfunctions of continuous and discrete spectra are obtained. 

Keywords: Harmonic oscillator, Schrodinger equation, spectrum, eigenfunctions, expansion formulas. 

 

1. Введение 

Рассмотрим дифференциальное уравнение  

    xyyxqyxxy ,)(2  ,   (1.1)  

где  x  - функция Хевисайда, т.е.  









0,0

,0,1

x

x
x  , а вещественный потенциал  xq  

удовлетворяет условию  

        





0

2

0

11 dxxqxdxxqx . (1.2)  

Заметим, что при положительных значениях x  уравнение (1.1) представляет собой 

возмущенный гармонический осциллятор.  



Д.Г. Оруджев 

20 

Дифференциальное уравнение (1.1) определяет 1  в пространстве   ,2L  само-

сопряженный оператор L , который можно получить замыканием симметричного опера-

тора, определяемого уравнением (1.1) на дважды непрерывно дифференцируемых финит-

ных функциях. В данной работе получено разложение по собственным функциям непре-

рывного спектра оператора L . Изучен спектр оператора L . 

Отметим, что различные спектральные задачи для гармонического осциллятора, т.е. 

для уравнения (1.1), в различных контекстах изучалась многими авторами (см.    72   и 

библиографию в них).  

2. Предварительные сведения 

Обозначим через   комплексную  - плоскость с разрезом по положительной по-

луоси. Пусть  - граница этой плоскости, состоящая из точек верхнего и нижнего разре-

зов по положительной полуоси. В плоскости   рассмотрим функцию  , выбирая ре-

гулярную ветвь радикала такую, что 00  i  при 0 . В работе  8  доказано, что 

при   0xq уравнение (1.1) для каждого комплексного значения   имеет решения 

  ,x
, представимые в виде  

  

 

   

   















































,0,0
2

0
2

1

0
2

0
2

1

,0,2

,

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

xeDiD

eDiD

xxD

x

xi

xi











  (2.1)  

  

     

     








































































































,0,

,0,20
2

0
2

1

20
2

0
2

1

,

2

1

1

2

1

1

2

1

2

1

1

2

1

1

2

1

xe

xxDDiD

xDDiD

x

xi 









  (2.2)  

где  xD - функция Вебера(см    9,8 ). Обозначим через  ,xf  решения уравнения (1.1) 

с асимптотиками  

         xoxxf ,1,,  . (2.3) 

Из результатов работы  9  следует, что при условии (1.2) такие решения существуют и 

единственны. Справедливы представления с помощью операторов преобразования 

        dtttxKxxf
x

 ,,,, 



  , (2.4)  

где ядра  txK ,  являются непрерывными функциями и удовлетворяют соотношениям  

   ,,
2

, 














 
  tx

tx
OtxK   (2.5)  



Разложения по собственным функциям одномерного оператора шредингера с дополнительным растущим потенциалом 

21 

Из формул (2.2), (2.4) следует, что при   решением уравнения (1.1) является 

также функция  ,xf . Кроме того, 0,    решения  ,xf  и  ,xf  линейно 

независимы, так как их вронскиан в силу (2.2), (2.3) равен i2 . Далее, заметим, что в силу 

(2.1), (2.4) решение  ,xf  принимает при   действительные значения. 

Следовательно, имеет место тождество  

          ,,, xfaxfaxf   , 0,   , (2.6)  

где функция  a  определяется формулой  

  
    






i

xfxf
a

2

,,,  , (2.7) 

причем здесь и далее через   vuvuvu ,  обозначается вронскиан функций u  и v . 

Функции     1 at  и       aar 1  называются коэффициентами удаления и 

отражения для уравнения (1.1) соответственно. 

Из формул (2.4), (2.), (2.7) вытекает, что функция  a  аналитична в плоскости   и 

непрерывно вплоть до границы  , за исключением, быть может, точки 0 . В силу 

(2.6) при 0,    функция  a  не обращается в ноль. Кроме того, согласно формуле 

(2.7) в нулях функции  a  решения  ,xf и  ,xf  линейно зависимы. Так как реше-

ния  ,xf и  ,xf  экспоненциально убывают при x и x  соответственно, 

то собственные значения оператора L  соваодают с нулями функции  a . Отсюда ввиду 

самосопряженности оператора L , функция  a  может иметь нули, расположенные 

лишь на отрицательной полуоси. 

Далее, стандартным методом  10  доказывается, что функция  a  может иметь лишь 

конечное число простых отрицательных нулей Njj ,...,1,  . Имеют место соотношения  

    
jjj xfCxf  ,,   , (2.8) 
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2

 


 O
i

C
a , (2.9)  
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10022
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1

1

ODiDia . (2.10)  

 Введем обозначения  

     Njdxxfm j

def

j ,...,1,,22

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  , (2.11) 
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3. Разложения по собственным функциям  

Исследуем спектр оператора L . Вначале выводим формулы разложения по собствен-

ным функциям этого оператора. 

 Теорема 1 . Имеют место формулы разложения  

                 yxyfxfmdyfxfrxf
N

j
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 1

2
,,,,,

1

4

1
, (3.1) 

        yxdyfxf 




 


,,
1

, (3.2) 

где  x - дельта функция Дирак,    определяется формулой (2.12) и 0i  . 

 Доказательство. Рассмотрим уравнение  

   xfyyxqy   , 

где  xf - произвольная вещественная функция из   ,2L , для которой нужно 

получить разложение. Следуя соответствующим рассуждениям Титчмарша  гл.2,11 , 

находим, что соответствующая функция Грина  ,, yxG  имеет вид 
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  . 

Согласно последнему равенству  ,, yxG  является аналитической функцией в 

плоскости  , за исключением простых полюсов Njj ,...,1,  . Положим 

      




 dyyfyxGx  ,,, . 

Тогда будем иметь  
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i

xf 0,
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. 

Откуда следует, что  

     
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xresdx
i

xf
j1
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2

1


 
.  

Подставляя в последнее равенство вместо     ,,,, yxGx  их выражения, получаем, 

что 
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. (3.4) 

Учитывая равенства (3.4), (2.8)- (2.12) в формуле (3.3), получаем (3.1). 

Далее, из формулы (3.3) следует, что при 0 верно тождество 
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. 

Последнее соотношение вместе с (2.8)-(2.12) приводят нас к формуле разложения (3.2).  

 Теорема доказана. 

Следует отметить, что при   0xq  формулы (3.1), (3.2) преврашаются в формулы 

разложения  
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где 
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  
 
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


0

0
0

a

a
r  .  

 Далее, пользуясь формулами разложения (3.1), (3.2) легко устанавливается 

слежующее утверждение.  

Теорема 2. Оператора L имеет непрерывный спектр, заполняющий положительную 

полуось  ,0 .Кроме того, этот оператор может иметь лишь конечное число простых 

собственных значений, лежащих на отрицательной полуоси. 
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HİLBERT NÜVƏLİ SİNQULYAR İNTEQRAL OPERATORUN                

ORLİÇ FƏZALARINDA APPROKSİMASİYASI 
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XÜLASƏ 

Bu məqalədə Orliç fəzalarında Hilbert nüvəli sinqulyar inteqral operator bu operatorun əsas xassələrini saxlayan 

xüsusi operatorlar ardıcıllığı ilə approksimasiya olunur və yaxınlaşmanın yığılma sürəti göstərilir. 

Açar sözlər: sinqulyar inteqral operator, Hilbert nüvəsi, Orliç fəzası, approksimasiya. 

АППРОКСИМАЦИЯ СИНГУЛЯРНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА С ЯДРОМ ГИЛЬБЕРТА В 

ПРОСТРАНСТВАХ ОРЛИЧА 

РЕЗЮМЕ 

В настоящей работе в пространствах Орлича сингулярный интегральный оператор с ядром Гильберта 

аппроксимируется последовательностью операторов, сохраняющих основные свойства этого оператора, и 

показаны скорости сходимости приближении. 

Ключевые слова: сингулярный интегральный оператор, ядро Гильберта, пространство Орлича, аппрок-

симация. 

APPROXIMATION OF SINGULAR INTEGRAL OPERATOR WITH HILBERT KERNEL IN ORLICZ SPACES 

ABSTRACT 

In this paper, singular integral operator with Hilbert kernel is approximated by a sequence of operators in Orlicz 

spaces, and the convergence rates of the approximation are shown. 

Keywords: singular integral operator, Hilbert kernel, Orlicz space, approximation. 

 

1. Giriş 

 TLp ,  p1  ilə p  dərəcədən inteqrallanan 2 -periodlu funksiyaların 
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
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




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


   normalı fəzasını işarə edək, burada   ,T . Məlumdur ki (bax, 

məs., [12]),  p1  halında Hilbert nüvəli 
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sinqulyar inteqral operatoru  TLp  fəzasında məhdud operatordur. 

[1] məqaləsində isbat edilib ki, 
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operatorlar ardıcıllığı  TL2  fəzasında məhduddur və dərəcəsi 1n  ədədini aşmayan ixtiyari 

 tP  çoxhədlisi üçün 
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     tSPtPSn   

bərabərliyi ödənilir. Bundan əlavə [1] məqaləsində nS  operatorlar ardıcıllığının  TL2  

fəzasında Hilbert nüvəli S  sinqulyar inteqral operatoruna güclü yığılması göstərilərək Hilbert 

nüvəli sinqulyar inteqral tənliyin yeni konstruktiv həll üsulu verilmişdir. Biz bu məqalədə 

Hilbert nüvəli sinqulyar inteqral operatorun Orliç fəzalarında nS  operatorlar ardıcıllığı ilə 

approksimasiyasını verərək yığılma sürətini qiymətləndirəcəyik. 

2. Orliç fəzaları 

Tərif 2.1. Qabarıq və soldan kəsilməz     ,0,0:  funksiyası 

    00lim
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


r
r

,   


r
r
lim  

şərtlərini ödəyərsə, onda ona Yunq funksiyası deyilir. 

Tərifdən alınır ki, Yunq funksiyası azalmayandır və 1
Zk

k  şərtini ödəyən ixtiyari 

0k , Zk  ardıcıllığı və ixtiyari 0kt , Zk  nöqtələri üçün 
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


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
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Zk
kk tt   

bərabərsizliyi ödənilir. 

Y  ilə ixtiyari  r0  üçün    r0  şərtini ödəyən Yunq funksiyaları 

çoxluğunun işarə edək. Hər bir Y  funksiyası  ,0  yarımintervalında mütləq kəsilməz 

biyektiv funksiyadır. 

Tərif 2.2. Fərz edək ki,   Yunq funksiyadır.     

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dxxfkkfTL 0:  

funksiyalar sinifi Orliç fəzası adlanır. 

Qeyd edək ki,   prr  ,  p1  halında    TLTL p ;   0 r , 10  r , 

   r , 1r  halında isə    TLTL    olur. 
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norması ilə birlikdə Banax fəzası təşkil edir. Fatu teoreminə əsasən ixtiyari  TLf   

funksiyası üçün 
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bərabərsizliyi ödənilir. 
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Fərz edək ki,   Yunq funksiyasıdır. Əgər elə 1k  ədədi varsa ki, ixtiyari 0r  üçün  

   rkr  2  

bərabərsizliyi ödənilir, onda deyəcəyik ki,   funksiyası 2  şərtini ödəyir və bunu 2  kimi 

işarə edəcəyik. Aydındır ki, 2  olduqda Y  münasibəti də ödənilir. Əgər elə 1k  

ədədi varsa ki, ixtiyari 0r  üçün  

   kr
k

r 
2

1
 

bərabərsizliyi ödənilir, onda deyəcəyik ki,   funksiyası 2  şərtini ödəyir və bunu 2  

kimi işarə edəcəyik. 

Orliç fəzaları haqqında dolğun məlumatı [4, 8, 9, 10] monoqrafiyalarında tapmaq olar. 

3. Hilbert nüvəli sinqulyar inteqral operatorun Orliç fəzalarında approksimasiyası 

pl ,  p1  ilə sonlu 
p

Zn

p
nl

bb
p

1














 



 normasına malik   Znnbb   ardıcıllıqlar 

fəzasını işarə edək.    
 


nm

m
n

mn

b
bh , Zn  bərabərliyi ilə təyin olunan 

     
Znnbhbh


  ardıcıllığına   Znnbb   ardıcıllığının diskret Hilbert çevirməsi deyilir. 

M.Riss (bax: [11]) göstərmişdir ki,  p1  halında diskret Hilbert çevirməsi pl  fəzasında 

məhdud operatordur, yəni bu halda plb  münasibətindən   plbh   münasibəti alınar və 

 
pp lpl

bCbh   

bərabərsizliyi ödənilir, burada pC  yalnız p  ədədindən asılı sabitdir. 

Biz diskret Hilbert çevirməsinin modifikasiya olunmuş variantından istifadə edəcəyik: 

   
 


Zm

m
n

mn

b
bh

21

~
, Zn . K.Andersen [3] göstərmişdir ki, modifikasiya olunmuş 

diskret Hilbert çevirməsi də 1p  halında pl  fəzasında məhdud operatordur, yəni yalnız p  

ədədindən asılı sabitdir elə 0
~

pC  ədədi var ki, ixtiyari plb  üçün 

 
pp

lp
l

bCbh
~~

  

bərabərsizliyi ödənilir. 

[2] məqaləsində isbat edilmişdir ki, ixtiyari 1p  və 0  ədədləri üçün  

  
  




 




k k

ktu
tuH

21

211 


 , Rt  

operatoru  RLp  fəzasında məhdud operatordur və 

   
pppp llRLRL

hH



~

  (3.1) 
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bərabərsizliyi ödənilir. 

Bu nəticədən istifadə edərək nS  operatorlar ardıcıllığının  TLp  fəzasında müntəzəm 

məhdudluğunu göstərə bilərik. 

Teorem 3.1. İxtiyari 1p  üçün nS  operatorlar ardıcıllığı  TLp  fəzasında müntəzəm 

məhduddurlar və ixtiyari Nn  üçün 

   
pppp llTLTLn hS




~
24  

bərabərsizliyi ödənilir.  

İsbatı. Fərz edək ki,  TLp . Aşağıdakı qayda ilə  tu , Rt  funksiyası təyin edək: 

   ttu  ,   2,2t  olduqda və   0tu ,   2,2\ Rt  olduqda. 

 Onda  RLu p  olar və (3.1) bərabərsizliyindən alarıq ki, ixtiyari 0  üçün 

     TLllRLllRL ppppppp

huhuH  


~
2

~
. (3.2) 

ödənilir. İxtiyari   ,t  üçün 
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olduğundan, burada 
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alarıq ki, 
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(3.3) bərabərliyi və ixtiyari 
2

0


 x  üçün 



21
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x
x  

bərabərsizliyindən 
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  
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2  
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

. (3.4) 

qiymətləndirməsini alarıq. (3.2) və (3.4) bərabərsizliklərindən isə 

 
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 TLll
RLnL
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TLn
ppp
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huHSuHS  
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
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~
242

,

2  

olduğunu alarıq. Teorem isbat olundu. 

Nəticə 3.1. Fərz edək ki 22   . Onda nS  operatorlar ardıcıllığı  TL  fəzasında 

müntəzəm məhduddurlar, yəni elə 0C  sabit ədədi var ki, ixtiyari Nn  üçün 

    



CS

TLTLn  (3.5) 

bərabərsizliyi ödənilir. 

İsbatı. 22    şərtinə əsasən  TL  fəzası refleksivdir. Buna görə də elə 

 pq1  ədədləri var ki,      TLTLTL qp    kəsilməz daxilolma münasibəti 

ödənilir (bax, məs. [7, 10]). Teorem 3.1-ə əsasən ixtiyari 1p  üçün nS  operatorlar ardıcıllığı 

 TLp  fəzasında müntəzəm məhduddurlar. Onda Orliç fəzalarında interpolyasiya teoreminə 

əsasən (bax, [5, 6, 10]) alarıq ki, nS  operatorlar ardıcıllığı  TL  fəzasında müntəzəm 

məhduddurlar, yəni elə 0C  sabit ədədi var ki, ixtiyari Nn  üçün (3.5) bərabərsizliyi 

ödənilir. 

Teorem 3.2. Fərz edək ki, 22   . Onda nS  operatorlar ardıcıllığı  TL  Orliç 

fəzasında S  operatoruna güclü yığılır və ixtiyari  TL  funksiyası üçün 

         





1nTLTLTLn ECSSS
p

, Nn , 

bərabərsizliyi ödənilir, burada C  (3.5) bərabərsizliyində iştirak edən sabit,  
1nE  – isə   

funksiyasının  TL  metrikasında dərəcəsi 1n  ədədini aşmayan triqonometrik çoxhədlilərlə 

ən yaxşı yaxınlaşmasıdır, yəni 
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İsbatı. Fərz edək ki,    
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m
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a
tq  çoxhədlisi   funksiyasının 

 TL  metrikasında dərəcəsi 1n  ədədini aşmayan triqonometrik çoxhədlilərlə ən yaxşı 

yaxınlaşma çoxhədlisidir. Onda 

     tSqtqS nnn 11    

bərabərliyindən alarıq ki, 
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olur. Buradan isə 

             


 TLnTLTLnTLTLTLn qSSSS 1  

      



 1nTLTL

ECS  

bərabərsizliyinin ödənildiyini alarıq. Teorem isbat olundu. 
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BAKU, AZERBAIJAN 

XÜLASƏ  

Məqalə “Böyük Verilənlər” – “Big Data” fenomeninə həsr olunub. Məqalədə böyük verilənlərin mahiyyəti, 

mənbələri və imkanları təhlil olunur. Məqalədə həmçinin, böyük verilənlərin problemləri, 3V konsepsiyası və mövcud 

yanaşmalar tədqiq olunur, böyük verilənlərin analizi məsələləri araşdırılır. Bu konsepsiyanın reallaşdırılmasında 

mövcud proqram-aparat məhsulları analiz olunur.  

Big Data müxtəlif mənbələrdən fərqli formatlarda yüksək sürətlə daxil olan böyük həcmli verilənlərin emalı, 

analizi və onlardan faydalı biliklərin çıxarılması texnologiyalarını və alətlərini özündə birləşdirir. Son dövrlər elmi və 

kütləvi ədəbiyyatda Big Data texnologiyaları elektron dövlət, biznes, səhiyyə, elm, istehsal və digər fəaliyyət 

sahələrində yeni perspektivlər açan və inqilabi dəyişikliklər edə biləcək texnologiyalar kimi təqdim edilir. Bu işdə 

həmin iddiaların söykəndiyi arqumentlərin potensialını müəyyən etmək və Big Data sahəsində düzgün strategiya 

seçmək üçün həmin texnologiyaların mahiyyəti, xüsusiyyətləri, texnoloji komponentləri və analitik imkanları kritik 

analiz edilir, üstünlükləri, perspektivləri və mövcud problemləri göstərilir. 

Eyni zamanda, “Big Data”nın zərərli və faydalı tərəfləri, problemləri və gələcək perspektivləri öz əksini tapıb. 

Açar sözlər: Böyük Verilənlər, Big Data analitikası, verilənlərin intellektual analizi, Hadoop, prediktiv analitika. 

“BIG DATA” TECHNOLOGIES: CURRENT SITUATION AND PROSPECTS  

ABSTRACT 

The article was devoted to the "Big data" phenomenon. The article analyzes the essence, sources and possibilities 

of big data. The article also examines the problems of big data, the 3V concept and existing approaches, and examines 

the issues of big data analysis. In the implementation of this concept, the existing hardware and software products are 

analyzed. 

Big Data combines technologies and tools for processing, analyzing and extracting useful knowledge from large 

volumes of data coming in at high speed from various sources in different formats. In the recent scientific and mass 

literature, Big Data technologies are presented as technologies that open new perspectives and can make revolutionary 

changes in electronic government, business, healthcare, science, production and other fields of activity. In this work, in 

order to determine the potential of the arguments on which those claims are based and to choose the right strategy in 

the field of Big Data, the nature, characteristics, technological components and analytical capabilities of those 

technologies are critically analyzed, their advantages, perspectives and current problems are shown. 

At the same time, the harmful and beneficial aspects, problems and future prospects of "Big Data" have been 

reflected. 

 Keywords: Big Data, Big Data analytics, intelligent data analysis, Hadoop, predictive analytics. 

ТЕХНОЛОГИИ “BIG DATA”: ТЕКУЩЕЕ СОСТОЯНИЕ И ПЕРСПЕКТИВЫ 

РЕЗЮМЕ  

Статья посвящена феномену «Больших Данных» - "Big data". В статье анализируются сущность, источники 

и возможности больших данных. В статье также рассматриваются проблемы больших данных, концепция 3V и 

существующие подходы, рассматриваются вопросы анализа больших данных. При реализации данной 

концепции анализируются существующие программно-аппаратные продукты. 

Большие данные объединяют технологии и инструменты для обработки, анализа и извлечения полезных 

знаний из больших объемов данных, поступающих с высокой скоростью из различных источников в различных 
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форматах. В новейшей научной и массовой литературе технологии Big Data представляются как технологии, 

открывающие новые перспективы и способные произвести революционные изменения в электронном 

правительстве, бизнесе, здравоохранении, науке, производстве и других сферах деятельности. В данной работе, 

чтобы определить потенциал аргументов, на которых основаны эти утверждения, и выбрать правильную 

стратегию в области больших данных, критически анализируются природа, характеристики, технологические 

компоненты и аналитические возможности этих технологий, показаны их преимущества, перспективы и 

текущие проблемы.  

 При этом были отражены вредные и полезные стороны, проблемы и перспективы «Больших Данных». 

Ключевые слова: Большие Данные, аналитика Больших Данных, интеллектуальный анализ данных, 

Hadoop, прогнозная аналитика. 

 

INTRODUCTION 

The “Big Data” phenomenon, which appeared since the 2000s – reflecting a new era in data 

acquisition and use, this concept is relative and may change from time to time. That is, 

information considered “big” for today can be considered normal for tomorrow. Big data 

volume is considered from 1 terabyte (1Tb=1024 Gb) to larger data (1Zetabyte=1024Exabyte). 

(Worldwide Big Data Technology and Services 2013–2017 Forecast. http://www.idc.com) 

In the last few years, as a result of the rapid increase in the volume and variety of processed 

data and a number of technological solutions that accompany it, a “transition from quantity to 

quality” is taking place - this phenomenon is called “Big Data”. Experts point out that the “Big 

Data” trend is the obvious driving force of the ICT industry. (Manyika J., Chui M., Brown B., 

Bughin J., Dobbs R., Roxburgh C., Byers, 2011: p.85). Today, it is already clear that “Big Data” is 

one of the leading areas of computer science that opens new perspectives for research in the field 

of processing, analyzing and extracting useful knowledge from large volumes of various types of 

data.  

Today, the ICT industry is poised to offer a variety of approaches that work with Big Data to 

benefit both the public sector and businesses. Large enterprises (banks, telecommunications 

operators, retailers) can learn almost everything about their customers based on the analysis of 

data stored in their customer databases. Thanks to the integration of Big Data and cloud 

technologies, Big Data also opens up great opportunities for small businesses. But despite all the 

advantages provided by Big Data technologies, only 0.5% of digital data collected in the world is 

investigated. 

The main sources of Big Data are scientific experiments, sensor and social networks, portals 

of government agencies, climate data, GPS signals, GIS systems, databases of large companies, e-

mail, mobile devices, large sales centers, bank transactions, etc. Sources of Big Data are mainly 

divided into five categories: web and social media; machine-to-machine (M2M); transactions; 

scientific; human-generated data. (Philip C.L., Zhang C-Y., 2014: pp. 314–347).The idea of 

“Internet of Things” is the best example of M2M communication. 

KEY PROBLEMS OF “BIG DATA” OR THE 3V CONCEPT 

Regardless of the areas of application, there are common characteristics that describe “Big 

Data” and also reflect their main challenges: volume, velocity, and variety. In English-language 

sources, it is also called “3Vs”. Convergence of these parameters helps define Big Data and 

differentiate it from other data. This model was first given by D. Laney in 2001 and constitutes 

the basic concept of “Big Data” technologies. (Laney D. 2001. http://blogs.gartner.com/). This 
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concept reflects the idea of  more efficiently using, storing and analyzing large amounts of data 

collected from various sources at a very high speed and obtaining more valuable information 

from it. Analysts also mention the fourth - veracity and fifth - value characteristics, which are 

sometimes described as “5Vs”. (Big data: The next frontier for innovation, competition, and 

productivity, 2011. http://www.mckinsey.com/). 

Volume is the main characteristic of “Big Data”. The volume problem primarily poses a 

storage problem, requiring large-scale storage and distributed processing. Currently, a number 

of technologies that perform the migration of information between devices in solving the storage 

issue: DAS (Direct-AttachStorage), NAS (Network Attached Storage), SAN (Storage Area 

Networks), HSM (Hierarchical Storage Management), ILM (Information Life-cycle Management) 

is available. Recently, by implementing the clustering and virtualization of computing and 

memory resources, the application of “grid” and “cloud computing” technologies that serve data 

processing and storage have almost eliminated the problems in the field of storage. (Chen J., 

Chen Y., Xiaoyong D., et.all, 2013: pp. 157–164). Depending on the volume, “Big Data” is divided 

into 3 groups: (McAfee A., Brynjolfsson E., 2012: pp. 60–68). 

1. Fast Data – their volume is measured in terabytes;  

2. Big Analytics - their volume is measured in petabytes;  

3. Deep Insight - their size is measured in exabytes and zettabytes.  

Speed. As the volume increases, processing speed is also required. Two cases are considered 

here. First, new data is generated at a great speed, existing ones are updated and collected. 

Second, speed is evaluated as a time problem and is explained by the fact that existing 

processing technologies have the ability to analyze data in real time. (McAfee A., Brynjolfsson E., 

2012: pp. 60–68).  

Diversity is one of the natural features of “Big Data”. In addition to structured data 

expressed in rows and columns of a traditional relational database, “Big Data” is also available in 

such unstructured types – text, video-audio files, images, etc. This type of data makes up 80-90% 

of all information in the world. It is very difficult to assemble and co-process them and put them 

in a suitable form for analysis.  

“BIG DATA” TOOLS AND TECHNOLOGICAL SOLUTIONS 

“Big Data” technologies are related to the emergence of a phase – “information explosion” - 

which has reached a “perfect” content level and is expressed by exponential growth with the 

achievement of the Internet. With the overabundance of information, it becomes more difficult to 

manage them, creating the problem of information overload. In order to solve the problem, 

Google File System and MapReduce software-hardware platform was created by Google, one of 

the giants of the IT field. Based on this, the open-source Apache Hadoop and Hadoop File 

System software were developed and thereby laid the foundation of “Big Data” technologies. 

(Hadoop. http://hadoop.apache.org). 

MapReduce distributed computing model was introduced by Google in 2004 and is the basis 

of parallel programming on “Big Data”. (Ghemawat S., Gobioff H., Leung S.T., 2003: pp. 29–43). 

Its main idea is to process large and complex data by dividing it into small parts. The work of 

MapReduce consists of two stages (Map and Reduce). In the “Map” stage, the input data is sent 

to the master node for preliminary processing, and there it is distributed among other computers 
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(worker nodes). In the “Reduce” phase, the main node collects the processed data from the 

working nodes and based on it, the result of solving the problem is formed. 

Hadoop, a project of the Apache Software Foundation, which is considered the de facto 

standard of “Big Data”, is a more widespread technology, the main platform for processing and 

analyzing big data in a distributed computing environment, an open source (open access) system 

of the MapReduce model, and provides scalability to more than 1000 nodes. Hadoop consists of 

two main components: Hadoop MapReduce and Hadoop Distributed File System (HDFS). 

MapReduce addresses parallel computing, while HDFS distributed file system addresses data 

management. (Hadoop. http://hadoop.apache.org). 

New types of databases. Under the influence of a sharp increase in the volume of data, certain 

activity is beginning to be felt in the field of database management systems (DBMS), which is 

considered a stable field, which manifests itself in the emergence of two movements such as 

NoSQL and NewSQL. (Dean J., Ghemawat S., 2004: pp.137–150). 

NoSQL (not only SQL or no SQL) is a term denoting a number of projects and approaches 

aimed at implementing database models that are significantly different from accessing data 

through SQL used in traditional relational databases (emerged in 2009). 

NoSQL databases are a new type of database: non-relational, distributed, open source and 

horizontally scalable. When implementing NoSQL-solutions, tables, trees and other data 

structures can be used to describe the data schema. (Anglade T. noSQL Tapes. 

http://www.nosqltapes.com) 

Proponents of the NoSQL concept point out that this concept does not completely negate 

relational models and the SQL language. The project proceeds from the fact that SQL is an 

important tool, but it cannot be universal. One of the stated problems for relational databases is 

that they perform poorly with large amounts of data. The goal of the project is to extend the 

capabilities of databases where SQL is not flexible.  

NoSQL (Not Only SQL) is considered the basis of the “Big Data” world today and is used to 

solve problems such as scalability, availability and consistency of data management. In the 

literature, these three characteristics of distributed systems are also known as the CAP 

(Consistency, Availability and Partition Tolerance) theorem proposed by Eric Brewer, a professor 

at Berkeley University. (Stonebraker M., Madden S., Abadi D. J., Harizopoulos S., Hachem N., 

Helland P., 2007: pp. 1150-1160). 

Figure 1. NoSQL Databases 

 

Efficient cluster solutions. Currently, parallel database technologies are widespread. This 

technology provides multiple processors access to a single database, which allows transactions to 
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reach a higher throughput, support a large number of users at the same time, and accelerate the 

execution of complex queries. 

SNA (Shared Nothing Architecture) – an architecture where resources are not shared, scales 

better and is becoming increasingly popular. SNA is a distributed independent computing 

architecture where each node has its own memory, disk array, and input-output (I/O) devices. In 

such an architecture, each node is independent in itself and does not share anything with other 

nodes in the network. Each SNA node performs its own task by interacting with other nodes 

using a specific protocol. The performance of such systems can be increased by adding 

processors, RAM, disk storage to each node, or by increasing the number of such nodes. 

Big Data and Сloud technologies. Cloud technologies are, above all, a flexible approach that 

provides efficiency, scalability, migration and extensibility for Big Data analysis. (Stonebraker 

M., Madden S., Abadi D. J., Harizopoulos S., Hachem N., Helland P., 2007: pp. 1150-1160). The 

cloud environment helps improve the efficiency of data access and offers a flexible set of 

resources to process large volumes of data. At this time, the problems of storing huge amounts of 

data and providing sufficient computing resources for their processing are solved. In the cloud, 

data is placed in several areas, which makes it possible to place it close to the user, reduce the 

application time and increase productivity. (Ghemawat S., Gobioff H., Leung S.T., 2003: pp. 29–

43).  

To support the integration of Big Data and cloud technologies, a virtual company called 

Pivotal Initiative has been created, which includes companies such as Pivotal Labs, Greenplum, 

vFabric, Cloud Foundry, Spring and Cetas. It is about combining PaaS and Big Data analytics 

solutions into a single structure. In this alliance, VMware products are responsible for the 

integration of infrastructure and PaaS, Greenplum systems - analytics, Pivotal - product areas 

and creating a common commercial solution. 

The Hadoop ecosystem. Currently, the Hadoop ecosystem (Figure 2) is considered 

synonymous with “Big Data”. MapReduce technology, which provides automatic parallelization 

of data and their processing in clusters, is implemented in Hadoop (created in 2005 by Doug 

Cutting and Mike Cafarella, the name Hadoop was taken from the name of Cutting’s young 

son’s toy elephant). Most of the components of Hadoop are open source software developed in 

various Apache projects. (Ghemawat S., Gobioff H., Leung S.T., 2003: pp. 29–43). 

Below is a brief description of some of the components included in the Hadoop ecosystem is given: 

Figure 2. Hadoop Eсosystem 
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HDFS (Hadoop Distributed File System) ‒ at the core of Hadoop is a distributed file system for 

storing and managing data stores ranging from several terabytes to petabytes in size. HDFS 

divides the input data into blocks, and each block is placed in allocated locations on a cluster of 

servers. TCP/IP layer is used for communication. HDFS is fault tolerant, if any of the components 

fail, it does not affect the overall performance of the system. HDFS implementation enables 

applications to operate at the scale of thousands of nodes and petabytes of data. For example, the 

HDFS system manages about 40 Petabytes of data at Yahoo!  

Pig is a high-level language for evaluating large amounts of data. The Apache Pig component 

was created with the idea of creating and executing commands on Big Data clusters. A key 

feature of Pig programs is parallelization, which helps in handling large datasets. The Pig 

component consists of a compiler that generates MapReduce program sequences and the “Pig 

Latin” language, which supports executing SQL-like queries on Hadoop distributed databases. 

(Agrawal D., Das S., Amr El, 2011: pp.530-533). 

Often, Hadoop is used together with standard technologies of data storage and processing, 

and sometimes innovative solutions such as Storm, Dremel, Drill are also added. In addition, 

practically all major manufacturers of business analytics products add functionality to their 

products for accessing data that is persistently stored in Hadoop clusters. This list of components 

can be expanded many times, as more and more companies enter the market with products 

related to Hadoop in one way or another.  

Currently, there are various software and hardware solutions that provide parallel 

processing by information technology giants such as IBM, Microsoft, SAS, HP, EMC for storing, 

managing, analyzing and visualizing large volumes of data. Traditional data warehouses 

provide a set of tools such as multivariate analysis (OLAP), classification, clustering, today, for 

the analytical processing of terabytes of information in the RAM, there are products from the 

SAP company HaNa (High-performance Analytic Appliance), Oracle Exalytics, Oracle Exadata. 

In addition, companies such as Netezza, Teradata, and Greenplum have software tools that 

efficiently process terabytes and exabytes of data based on a traditional relational data 

management system.  

Today, modern IT factors: big data, analytics and cloud technologies cannot be imagined 

separately from each other. Cloud technologies are one of the most successful approaches to 

storage and large scale computing. Here, a large amount of digital information is managed and 

stored centrally through “cloud” services – IaaS - Infrastructure as a service, PaaS - Platform as a 

service, SaaS - Software as a service. (Agrawal D., Das S., Amr El, 2011: pp.530-533). 

“BIG DATA” ANALYTICS 

We are currently living in an era of widespread science, technics and technology that has 

enabled the production of large data streams in exabytes and zettabytes. In the field of science, 

“Big Data” is increasing, because now scientific research is more focused on scientific 

experiments (LHS-Large Hydron Collider, LSST-Large Synoptic Survey Telescope, Hubble 

telescope, etc., which generates information in petabytes) than theoretical thoughts. The “Big 

Data” array is emerging in commerce, because now most of the human activity is on the Internet, 

online. 

The demand for data analysis in real-time as close as possible led to the creation of Big Data 

Analytics, which allows finding correlations between various parameters, characteristics, events, 
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classification and analytical reports, and making predictions based on this. (Chen Y., Alspaugh 

S., Katz R.H., 2012: pp. 1802–1813). Experts note two approaches in Big Data analysis: store and 

analyze; analyze and store. In the first case, before applying analytical tools to the data raw data 

obtained from transaction systems (OLTP - Online Transaction Processing) are processed and 

loaded into the data warehouse. Traditional analytical solutions (OLAP - Online Analytical 

Processing) created on the basis of this principle are inconsistency in the analysis of Big Data. It is 

known that supercomputers calculate a large number of (flops) per second operations and are 

useful only when working with structured data. Now, for data streaming analysis, a 

hypothetical device is needed that processes the data immediately closer to the point of 

collection, rather than collecting it in dedicated storage locations. Called DataScope, this device 

aims to work with experimental data, unlike supercomputers. In general, the need to process 

data arrays with petabytes has brought forth the “Data-Intensive Computing” approach. In this 

case, data is directed not to calculations, but calculations to data. 

In the field of Big Data analysis, there are the most modern technologies such as ROLAP 

(Relational On-Line Analytical Processing), MOLAP (Multi-Dimensional On-Line Analytical 

Processing), HOLAP (Hybrid Online Analytical Processing). Choosing one of them depends on 

updating the data. 

Deeper intellectual analysis (mining) of unstructured data and visualization of results are 

the main issues of Big Data analytics. In solving the problem, such methods as classification, 

clustering, neural networks from the class of data mining technologies are applied. (Wu X., Zhu 

X., Wu G.Q., Ding W., 2014, vol.26, pp.97-107).  

Intellectual analysis of unstructured data is a relatively young field of scientific research, 

more studies have been conducted in the field of intellectual analysis of text data - Text Mining. 

The main areas of research in the field of Text Mining are text classification, clustering, 

abstracting, feature extraction, question answering, thematic indexing, keyword searching, tone 

of judgment analysis (Sentiment analysis), analysis of opinions (Opinion Mining) can be 

attributed. (Wu X., Zhu X., Wu G.Q., Ding W., 2014, vol.26, pp.97-107).  

Predictive analytics. Predictive analytics is a set of methods of statistics, data analysis and 

game theory used in the analysis of current and past data or events to predict future data or 

events. (Siegel E. Predictive Analytics, 2013: 320 p). 

A close concept to predictive analytics is Data Mining, as predictive analytics uses partially 

similar methods. The essence of predictive analytics is the identification of a predictor or 

predictors (parameters that affect the predicted event). For example, insurance companies look at 

predictors such as age and driving experience when determining premiums. A set of predictors 

constitutes a predictive analytics model, and this model predicts the observed event with a 

certain probability in the future. (Siegel E. Predictive Analytics, 2013: 320 p). 

The most famous example of the use of predictive analytics is the application of scoring 

models for assessing the customer’s ability to pay when granting a loan in a bank. However, the 

fields of application of predictive analytics are quite wide, the greatest need for it is in banking 

and financial services working with end consumers, insurance, pharmaceuticals, public sector, 

telecommunications and information technologies, and retail. 

Eric Siegel in his book “Predictive Analytics” shows the ten most common application areas 

of predictive analytics: direct marketing; predictive advertising targeting; detection of fraud 
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schemes; investment risk management; customer retention; referral services; education; political 

campaigns; decision making systems in medicine; insurance and mortgage loan. (McAfee A., 

Brynjolfsson E., 2012: pp. 60–68). 

In order to deal with the problems of Big Data, there is a need for more specialized 

specialists called “data scientist” with skills and habits in various fields, starting from traditional 

informatics to mathematics. Starting from 2013, master’s programs in the field of “data science” 

have been taught at the University of Dundee (Scotland), the University of Auckland (New 

Zealand), Imperial College London, the University of Southern California, Washington, 

Berkeley, and New York. This problem is considered as a new issue of education. 

Building Big Data models. Often the challenge is to build accurate models for “Big Data” data. 

Various Data Mining, Machine Learning algorithms have Map-Reduce implementations for 

parallel processing of large volumes of data. But it is difficult to say whether the final model 

obtained from the processing of large volumes of data is really accurate. 

In fact, it is more convenient to build models of data that are not large. One approach to Big 

Data analysis is to use the entire volume of data for segmentation and clustering, build a large 

number of models for the resulting small segments and clusters, and then make predictions on 

the appropriate model. At the limit, a separate model of each person can be built on a large 

database of customers to predict future purchases. 

Thus, an analytics platform supporting Big Data should be able to handle hundreds or even 

thousands of models and have the ability to retune them when necessary. 

THREATS AND BENEFITS OF “BIG DATA” 

Big Data, like other technologies, has two sides: disadvantages and benefits. While fighting 

one, the other cannot be forgotten. Heterogeneous raw data is a source of knowledge with an 

impact that can fundamentally change all areas of society. In order to make new scientific 

discoveries and achieve economic development, these data should be turned into knowledge. To 

show the benefit of Big Data technologies, it is enough to mention the “Global Pulse” initiative of 

the UN in 2009. Using this technology is important as a result of two-way interaction such as 

“human-machine” and “machine-machine”, the joint analysis of data collected from various 

sources and in various formats and the acquisition of new knowledge and useful information 

from them are used in making new scientific discoveries, making the right decisions in public 

and private organizations, in the protection of legal rules, social security, national security, 

terrorism, job creation, predicting disease epidemics, improving marketing, uncovering people’s 

hidden behavior, understanding their goals and intentions, understanding their interaction with 

other people, the environment, national level economic in the financial sector in better 

understanding risks, guiding policymakers and regulators, and better managing risk systems. 

(Soares S., 2012: p.102) 

Despite the mentioned advantages, as data increases, the number of subjects who have 

access to information and use it also increases. Since most of the data is personal information, it 

should be protected. Analyzing data about people without their knowledge is ethically and 

legally unacceptable. This situation may lead to a new digital explosion between people and 

organizations. 

 



“BIG DATA” texnologiyaları:  Mövcud vəziyyət və perspektivlər 

39 

SOME PROBLEMS OF “BIG DATA” 

One of the main problems of “Big Data” applications is related to the evaluation of the 

effectiveness of “Big Data” projects. There are two sources of effectiveness of such projects: 

1) It reduces the costs and time spent on the analysis of large amounts of data, and enables 

quick preparation of information for prompt decision-making;  

2) Application of Big Data technologies provides customization of e-services. However, 

despite the announced promises of cost-effectiveness and feasibility, it is extremely difficult to 

calculate the cost-effectiveness of “Big Data” projects.  

The second problem is related to the training of specialists who can apply “Big Data” 

technologies in various fields. On the one hand, such specialists should be trained in 

mathematical statistics, data analysis, machine learning, must have programming skills, and be 

able to work in hardware-software complexes offered by IBM, Oracle, HP, SAS, SAP and other 

companies. On the other hand, they should have the habit of posing problems in which Big Data 

technologies are applied in a specific field. They should know the methods, scenarios and 

algorithms of activity in the considered field, and should be able to formulate requirements for 

the functional characteristics of the hardware-software systems implementing Big Data 

technologies. 

At the same time, addiction to new technologies can lead to frustration. For example, 

meaningless correlations can be revealed as a result of “Big Data” analysis - Harvard University 

professor David Leinweber proves that the income of companies included in the S&P 500 can be 

predicted with high accuracy based on the volume of butter production in Bangladesh. 

(Leinweber D., 2007: pp. 15-22). Many interesting problems can be studied and solved using a 

small, sparse data set. 

“Small Data” movement. Another important revolution is hidden behind the successes in the 

field of Big Data: Small Data. A massive democratization of data collection and processing is 

taking place thanks to the rapidly falling cost of data storage. Contrary to the trends of 

centralization and control over large volumes of data (Big Data), in the age of technologies, the 

greatest potential lies in the ecosystem of decentralized, distributed data and knowledge:  

– Even at organizations like Microsoft and Yahoo! most of the work can be done on a single 

computer. For example, the average job size at Microsoft is 14 GB and 80% of jobs are less than 1 

Tb. The estimated average job size on Yahoo! is 12 GB. (Leinweber D., 2007: pp. 15-22).  

– Studies show that jobs on Facebook obey the law of upper distribution, with small jobs 

dominating. In at least 90% of cases, the size of the input data is less than 100 GB. A careful study 

of Hadoop workloads at Facebook revealed that a very small minority of jobs scaled to terabytes 

and larger, most jobs have input and output data in the megabyte-gigabyte range. (Chen Y., 

Alspaugh S., Katz R.H., 2012: pp. 1802–1813). 

Personal data protection. Big Data technologies create serious problems in terms of privacy. 

Various socio-economic actors collect quite a lot of data about users – the user's behavior in social 

networks on the website, the behavior and relationships of the persons connected with the user, 

their shopping behavior, etc. In addition, emotional shades of communications are also analyzed. 

They analyze not only what the user writes on social media, but also how he/she writes. In short, 

everything that seems important or unnecessary about a potential user is collected and a 360-

degree profile is created. 



Esgerova Bahar, Elvin Jafarov, Nijat Babayev, Allahshukur Ahmadzada 

40 

Thus, the emergence of the possibility of “tracking a person from the cradle to the grave” 

based on modern tracking technologies and Big Data analysis creates a very critical dilemma 

between the attempts to protect the integrity of his/her personal life and the information demand 

of society. (Tene O., Polonetsky J., 2012. http://www.stanfordlawreview.org/online/privacy-

paradox/big-data) 

“BIG DATA” APPLICATION TREND ANALYSIS IN ENERGY INDUSTRY 

We consider 3 application directions of Big Data:  

 Renewable Energy;  

 Demand Response; 

 Electric Vehicles.  

Each direction contains numerous technical spheres. In spite of, we introduce these three 

applications particularly, there are no clear boundaries between them. Demand response should 

be considered in both renewable energy and EVs while EVs is also a concrete implementation of 

renewable energy. 

All researches in different application fields have a common goal: cost minimization. In 

addition, owing to the over-exploitation of fossil fuels, energy becomes precious and energy 

consumption problem has arisen wide attention. Kung and Wang proposed a recommender 

system for the best combination of renewable energy resources with cost-benefit analysis, which 

contains analytical module, cloud data base, and user interface. (L. Kung and H.-F. Wang, 2015: 

pp. 1–10). This study used Markov Chain to investigate the influences of decision-making related 

to renewable energy and electricity demand in random time. Since the historical electricity data 

is recorded in continuous time series, Continuous Markov Chain can be applied to analyze 

energy big data in order to help power enterprises make optimal investment of renewable 

energy and evaluate optimal energy configuration.  

Based on the classification analysis, the total demand response from a region or a kind of 

users can be available through polymerization. Meanwhile, the analysis results will work in 

designing incentive demand response mechanism. Liu et al. provided a power demand model 

which is derived from workload models and cooling demands of the data center. (L. Kung and 

H.-F. Wang, 2015: pp. 1–10). Specifically, they calculated the total power demand by: d(t) = dIT (t) 

+ c(dIT (t)), where dIT (t) represents the total Information Technology (IT) workload demand at 

time t which is the energy necessary to serve demand, and function c() represents cooling power 

demand which is associated with IT demand dIT. Note that PUE(t) means the Power Usage 

Effectiveness (PUE) at time t, thus, c(dIT (t)) can be calculated by c(dIT (t)) = (PUE(t) − 1) ∗ dIT (t). 

Goyena and Acciona introduced an energetic balance algorithm to warranty the electric 

demand in a big energy storage system. This system analyzes the measured data constantly and 

commits for high accuracy. In this algorithm, electric demand situations of overproduction and 

underproduction are distinguished. Compared with the none-renewable production, renewable 

production has been considered as the priority in order to meet the energy demand. According 

to the results of this balance algorithm, datastorage level will be increased, decreased or limited. ( 

S. G.Goyena and S. A. Acciona, 2009: pp. 1–7). 

Electric Vehicles becomes a promising alternative transportation method which is related to 

the smart grid domain. With the increasing number of EVs, many problems in various areas of 

EVs such as performance evaluation, driving range and battery capacity become great concerns 
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by researchers. Lee and Wu provided a EV-battery big data modeling method which has been 

used to improve the driving range estimation of EVs, using data cloud analysis and processing 

technologies. The authors first presented a simple approach to project life cycles of battery packs 

based on collected test data. The operating voltage of a battery pack E(I,SOC,T ) can be evaluated by: 

(C.-H. Lee and C.-H. Wu, 2015: pp. 1980–1993). 

E (I,SOC,T ) = OCV (SOC,T ) − I(R (SOC,T ) + ηr(I,SOC,T ))r 

where I – means the current, SOC is noted as the state of charge, T – represents the 

temperature, OCV – is short for the open circuit voltage, R – is the resistance of battery cell and η 

– represents the resistance caused by polarization. Then they used a machine learning approach 

to cluster the collected EV data by ever-increasing hierarchical self-organizing maps. 

CONCLUSION 

Big Data is a new generation technology that allows using large information arrays. 

Software-hardware platforms such as MapReduce, Hadoop, HDFS, NoSQL created for the 

purpose of processing and analyzing data characterized by features such as large volume, speed 

and variety are available. Although certain problems in working with large volumes of data 

have been overcome with the help of supercomputers, grid and cloud technologies, there are still 

personnel, practical and scientific-theoretical problems in this field. The problem is not only in 

the storage and management of large volumes of data, but also in the analysis of unstructured 

data and the interpretation of results. By applying Big Data technologies, it is possible to quickly 

achieve high achievements in many fields of science, gain in management and business activity, 

and gain certain advantages in competition. Therefore, this new scientific direction should be 

further studied and developed. 

Currently, public interest in the field of Big Data is at its peak. For now, it is difficult to say 

whether Big Data technologies will become as necessary in people's lives as personal computers 

and the Internet in the near future, but it is in sight and no one doubts that it will change our 

lives and business environment. 

Big Data technologies have great potential and will seriously affect various fields of activity. 

Changing the corporate information architecture is not enough. It is required to make changes in 

the work of almost all structural divisions of the organization. The process of data analysis will 

change from an isolated functional area to become an integral part of business processes. In 

order to effectively benefit from the great potential of Big Data technologies, the development of 

a purposeful and well-thought-out Big Data strategy is of particular importance for the 

management and analysis of large volumes of data. 
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ABSTRACT 

In this paper the semi-Markovian random walk processes with negative drift, positive jumps are considered. We 

give a mathematical modeling of the semi-Markovian random walk processes with a delaying positive screen, given in 

the general form by means of an integral equation. In this paper, the residence time of the system is given by the 

gamma distribution with parameters 0  and 0 resulting in the fractional order integral equation. The main 

purpose of this paper is to reduce an integral equation for the Laplace transform of the conditional distribution of the 

boundary functional of semi-Markovian random walk processes to fractional order differential equation. The Laplace 

transform of the conditional distribution of the first passage time for the semi-Markovian random walk processes with 

positive delaying screen is find. 

Keywords: Laplace transform, random variable, semi-Markovian random walk process, integral equation, Weyl 

fractional derivative,  

ПОЛУЧЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ДРОБНОГО ПОРЯДКА ДЛЯ 

ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ЛАПЛАСА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ГРАНИЧНОГО ФУНКЦИОНАЛА 

АННОТАЦИЯ 

 В работе рассматриваются процессы полумарковского случайного блуждания с отрицательным сносом и 

положительными скачками. Приведено математическое моделирование процессов полумарковского случай-

ного блуждания с задерживающим положительным экраном, заданное в общем виде с помощью интеграль-

ного уравнения. В этой статье время пребывания системы задается гамма-распределением с параметрами, 

0
 
и 0 , что приводит к интегральному уравнению дробного порядка. Основная цель настоящей 

работы состоит в том, чтобы свести интегральное уравнение для преобразования Лапласа условного распреде-

ления граничного функционала процессов полумарковского случайного блуждания к дифференциальному 

уравнению дробного порядка. Найдено преобразование Лапласа условного распределения времени первого 

достижения для процессов полумарковского случайного блуждания с положительным задерживающим 

экраном. 

Ключевые слова: Преобразование Лапласа-Стильтеса, случайная величина, процесс полумарковского 

блуждания, интегральное уравнение, дробная производная Вейля.  

SƏRHƏD FUNKSİONALININ PAYLANMASININ LAPLAS ÇEVİRMƏSİ ÜÇÜN KƏSR TƏRTİB 

DİFERENSİAL TƏNLİYİN ALINMASI  

XÜLASƏ 

 Məqalədə mənfi axınlı, müsbət sıçrayışlı semi-Markov dolaşma prosesi qurulmuşdur. Ümumi halda mənfi axınlı, 

müsbət sıçrayışlı semi-Markov dolaşma prosesinin inteqral tənliklə ifadə olunan riyazi modeli verilmişdir. Bu 

məqalədə sistemin gözləmə müddəti 0  və 0  parametrli Qamma paylanması ilə verilir və kəsr tərtib 

inteqral tənlik yaranır. Məqalədə əsas məqsəd semi-Markov dolaşma prosesinin sərhəd funksionalının şərti 

paylanmasının Laplas çevirməsi üçün qurulmuş inteqral tənliyin kəsr tərtib diferensial tənliyə gətirməkdir. Semi-

Markov dolaşma prosesinin müsbət gecikdirən ekrana birinci dəfə çatma anının şərti paylanmasının Laplas çevirməsi 

tapılmışdır. 

Açar sözlər. Laplas çevirməsi, təsadüfi kəmiyyət, semi-Markov dolaşma prosesi, inteqral tənlik, Veyl mənada kəsr 

törəmə. 
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1.INTRODUCTION 

It is known that the semi-Markovian processes are a generalization of Markov processes 

since the exponential distribution of time intervals is replaced with an arbitrary distribution. The 

semi-Markovian process is constructed by the so-called Markov renewal process. The Markov 

renewal process is defined by the transition probabilities matrix, called the renewal kernel, and 

by an initial distribution. As is known, developments of semi-Markovian processes theory were 

proposed by Pyke [21]-[22], Pyke and Schaufele [23], C¸inlar [3], Gikhman and Skorokhod [5], 

Korolyuk and Turbin [9], Limnios and Oprisan [11], Silvestrov [24], Grabski [6] and Feller [4]. 

The most important information concerning continuous semi-Markovian processes was studied 

by Harlamov [7]. In the work of Metzler and Klafter [14] a generalized diffusion equation of 

fractional order on the basis of the continuous time random walk model was investigated. Using 

asymptotic methods and factorization methods similar problems were studied by Lebowitz and 

Percus [10] and Lotov [12]. In many cases asymptotic analysis of the factorization representations 

of dual transforms leads to the complete asymptotic expansions of the distributions under 

consideration (see, [12]). But in particular case of semi-Markovian random walk processes we 

can obtain the explicit form for probability characteristics. In the works of Nasirova [16] and her 

collaborators the Laplace transform of the distribution of the first moment reaching level zero of 

the semi-Markovian random walk processes was studied (see, [1], [8], [17]-[20]). Note that, 

finding the Laplace transform of the distribution of the boundary functional of the semi-

Markovian random walk processes is a powerful tool in the fields of inventory theories, stock 

control, queuing, etc. 

 In the present paper, the semi-Markovian random walk processes with negative drift, 

positive jumps and delaying in positive screen is investigated. An integral equation for the 

Laplace transform of the conditional distribution of the semi-Markovian random walk processes 

is constructed. In particular, constructed integral equation is reduce to the fractional order 

differential equation in the class of gamma distributions. Finally, we find an exact solution of the 

fractional order differential equation.  

2. PROBLEM STATEMENT AND PRELIMINARIES 

Let   ,
1



kk  and  
1kk  be two independent sequences of random variables defined on any 

probability space ),,( PF , such that the random variables in each sequence are independent, 

positive and identically distributed. Now we can construct the stochastic process  tX  as 

follows: 

  
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


1

0

k

i

itztX  , if 
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
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k

i

i t
0

1

0
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where 000  . The process  tX  is called “The semi-Markovian random walk process 

with negative drift, positive jumps”. Using form Borovkov A. A. [1] we delay the process  tX  

at “ a ” we have 

      asXtXtX
s




,0sup
10

1 . 

Introduce the following random variable: 

  .:inf 11 atXta   
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The random variable a

1  is called boundary functional of the process  tX1
. 

Our aim to find the Laplace transform of the conditional distribution of random variable a

1 . 

We denote 

    zXeEzL
a




01 . 

 zL  - is called the Laplace transform for the conditional distribution of a

1 .  

Suppose that   zX 01
  0z . It is obvious that we can write express of a

1 : 
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where T  and a

1  are different, but identically distributed random variables. 

3. THE CONSTRUCTION OF AN INTEGRAL EQUATION FOR THE LAPLACE 

TRANSFORM OF THE CONDITIONAL DISTRIBUTION AND REDUCTION TO THE 

FRACTIONAL ORDER DIFFERENTIAL EQUATION 

Theorem 1. Let )(1 tX  be the semi-Markovian random walk process with negative drift, 

positive jumps and delaying screen on
 
a level 0a . Then integral equation for the Laplace 

transform of the conditional distribution of 
a

1  has the form: 
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Proof. By the law total probability, we have 
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Let us make a substitution 

.,, 11 yxTs    

Then equation (2) will be as follows: 
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Thus, the Laplace transform of the conditional distribution of 
a

1  satisfies the integral 

equation (1) 

The theorem has been proven. 

Let’s assume that random variable 1  has the gamma distribution with parameters 0  

and 0  while random variable 1  has the exponential distribution with parameter   
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In this case integral equation (1) will be as: 
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Multiplying both sides of equation (3) by 
ze 
 and differentiate both sides with respect to z

, we get : 
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After some transformations, the last integral equation will be as follows: 

   
 

    .))( 1)()( duuLuzezLezLe

z

uz

z

z




 


 



 


   (4) 

We denote  
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Then from equation (4) we get 
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It is known that the Weyl fractional integral of order   of a function  zQ   is defined as (see 

[14] and [16])  
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Taking into account the last equality in (5), we have 

     ).()( zQDzQzQz       (6) 

Let )1,0(  and let )(z  be a differentiable function. The Weyl fractional derivative of order 

α of a function )(z  is defined as (see [13] and [15]) 
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Applying to both sides of equation (6) the Weyl fractional derivative of order  1,0 , we 

get 

      .0)()(1  zQzQDzQD zz      (7) 

Thus, we have proved the following theorem. 

Theorem 2. Let )(1 tX  be the semi-Markovian random walk process with negative drift, 

positive jumps and delaying screen on
 
a

 
level 0a . Let 

1  be a random variable has the 

gamma distribution with parameters 0  and 0  and let 01   be a random variable has 

the exponential distribution with parameter 0  . Then integral equation (1) is reduced to the 

fractional differential equation (7)  

4. SOLUTION OF FRACTIONAL DIFFERENTIAL EQUATION (7) 

Weyl fractional derivative of order   of the function zke )(  can be written:  
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      (8) 

Thus zkeCzL ))(()()(   . It is obvious that 1)0( zL . Hence, 1)0( C  and )0(k . 

Using initial conditions (8) we get 

.
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)( ))(( ake
k

C 




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Thus the Laplace transform of the conditional distribution of random variable a

1  has form  

.
)(

)( ))()(( azke
k

zL 
 




  

5. CONCLUSION 

This study is intended to investigate the semi-Markovian random walk processes with 

negative drift, positive jumps and delaying in positive screen. We construct an integral equation 

for the Laplace transform of the conditional distribution of semi-Markovian random walk 
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processes. In particular, constructed integral equation reduced to the fractional order differential 

equation in the class of gamma distributions. The fractional derivatives are described in the Weyl 

sense. Finally, we find an exact solution of the fractional order differential equation. 
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ABSTRACT 

The spectral analysis for the Schrodinger operator with complex almost periodic potentials and the discontinuous 

right-hand side on the axis are studied. Investigated the main properties of the fundamental solutions, and constructed 

the resolvent of the operator. A lemma about eigenfunction expansion for the Schrodinger operator is proved. The 

procedure for finding eigenfunction expansion for the Schrodinger operator is given and eigenfunction expansion is 

obtained.  

Keywords: Sturm-Liouville Equation, Schrodinger operation, Almost Periodic Potentials 

SANKİ HƏR YERDƏ PERİODİK ƏMSALLI ŞRÖDİNGER OPERATORUNUN                                                             

MƏXSUSİ FUNKSİYALARA GÖRƏ AYRILIŞI 

XÜLASƏ 

Sağ tərəfi kəsilən sanki hər yerdə periodik kompleks əmsallı Şrödinger operatorunun spektral analizi 

öyrənilmişdir. Fundamental həllərin əsas xüsusiyyətləri araşdırılmışdır, operatorun rezolventası qurulmuşdur. 

Məxsusi funksiyaya ayrılış haqqında lemma isbat edilmişdir. Məxsusi funksiyaya ayrılışın mərhələləri verilmişdir və 

məxsusi funksiyaya ayrılış tapılmışdır. 

Ключевые слова: Уравнение Штурм – Лювилл, оператор Шродингера, Почти всюду периодические 

потенциалы  

РАЗЛОЖЕНИЯ ПО СОБСТВЕННЫМ ФУНКЦИЯМ ОПЕРАТОРА ШРЁДИНГЕРА                                                                   

С ПОСТИ ПЕРИОДИЧЕСКИМИ ПОТЕНЦИАЛАМИ 

РЕЗЮМЕ 

 Изучается спектральный анализ оператора Шредингера с комплексными почти всюду периодическими 

потенциалами и разрывной правой частью на оси. Исследована основные свойства фундаментальных решений 

и построил резольвенту оператора. Доказана лемма о разложении по собственным функциям оператора 

Шрёдингера. Дана процедура нахождения разложения по собственным функциям оператора Шредингера и 

получено разложение по собственным функциям. 

Açar sözlər: Şturm – Lyuvill tənliyi, Şrödinger operatoru, sanki hər yerdə periodik potensial 

AMS Subject Classification: 34B24, 34B27, 34L05, 34L25 

 

Introduction 

In this work, we investigated the spectrum of the differential operator L  generated by the 

expression 
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  (2)  

 and the function  is almost periodic in the form of 

  ;  (3)  

The set of exponents  is a numerable set of positive real numbers, the numbers are 

increasing as the indexes are increasing and closed to the addition: 

1)  

2) If  then . 

This paper is an extended version of the conference paper published in [1]. 

Properties of the fundamental solutions:  

  1 ,f x 
 and  2 ,f x 

 are the solutions of the Sturm – Liouville equation 

  (4) 

where  is the complex number and satisfy the following conditions: 
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and the following theorem. 

Theorem 1. Let  q x  be in the form of (3) and  x  be in the form of (2) then the equation 

(4) has the particular solutions of the form 
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Where the numbers 𝑤𝑛𝑠 for 𝑓(𝑥, 𝜆) are determined from the following recurrent relations: 
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converge. 

The spectrum of the operator L  

The functions ),(),,( 11  xfxf   and ),(),,( 22  xfxf   are the linearly independent 

solutions of (4) when 0Im  , 0Re   respectively and each solution of (4) can be written as 

the linear combination of these solutions.  
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By solving the system of linear equations (7) we can find all the four coefficients: 
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Theorem 2. The kernel of (1), (2), (3) has the following form: 
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Eigenfunction expansions  

Let  be the operator generated by  in the space . 

In the previous articles we have found the fundamental solutions and resolvent of this equation. 

Now to define the spectral data of the operator  it’s important to obtain eigenfunction 

expansion for this operator. Let’s consider the following lemma.  

Lemma 1. Let be an arbitrary twice differentiable continuous function belonging to 

. Then  

 (10) 

where  

 

Proof: From (9) we get that  
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By integrating this identity twice by integrating by parts method we obtain the following: 

 

where  

 

It’s easy to prove that if the conditions of the lemma satisfy, then when  

 (11) 

Analogously, we can prove that formulae (10) and (11) are correct for any  . Lemma is 

proven. 

Integrating both hand sides of (10) along the circle  and passing to the limit as 

we get  

 

The function  is analytical inside the contour with respect to 

excepting the points   

Let  denote the contour formed by the segments 

 and the semicircles of the radius  with centres at 

the points  located in the upper (lower) half plane. Then 
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Let’s calculate every term separately: 

, 

The residues of the resolvents  at  are denoted by . 

Thus  will be equal to  

. 

In order to find the residues of the resolvent at the points ,  we 

need to calculate the following limits. Taking into account  and the 

coefficients which were defined in [1], we calculate: 

 

Analogously, taking into account that has no poles at 

the points , we get 

 

Then for any function,  we have the following eigenfunction 

expansion: 
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ABSTRACT 

 The paper deals with the of Smart Learning Environments’s design (SLEs). It’s about the communication between 

SLEs and so the IoT. With the question of how an interdisciplinary approach can contribute to the planning of SLEs 

together with the disciplines of education and architecture the study empirically applies data collected in 2016. The 

investigation began with the consolidation of information from transdisciplinary literature analyses into an extremely 

assumptive model for constructing SLEs. 

The fast advancement of mobile and sensing technologies has resulted within the emergence of context-aware u-

learning environments capable of detecting a student's real-world learning status further because the ambient context. 

Individual pupils will be given suitable information within the appropriate place and at the acceptable time. According 

to researchers, more aspects must be considered when creating and implementing learning systems to help students 

learn in real-world circumstances in sensible ways. 

Keywords: smart learning,internet of things, u-learning environments, computer mindtools 

ПРОЕКТИРОВАНИЕ ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНОЙ ОБУЧАЮЩЕЙ СРЕДЫ 

РЕЗЮМЕ 

В статье рассматривается проектирование интеллектуальных обучающих сред (SLE). Речь идет о связи 

между SLE и IoT. Что касается вопроса о том, как междисциплинарный подход может способствовать 

планированию SLE вместе с дисциплинами образования и архитектуры, исследование эмпирически 

применяет данные, собранные в 2016 году. Исследование началось с объединения информации из 

междисциплинарного анализа литературы в чрезвычайно предположительную модель для построение СЛЭ. 

 Быстрое развитие мобильных и сенсорных технологий привело к появлению контекстно-зависимых сред 

u-обучения, способных определять реальный статус обучения учащегося в зависимости от окружающего 

контекста. Отдельным ученикам будет предоставлена соответствующая информация в соответствующем месте 

и в приемлемое время. По мнению исследователей, при создании и внедрении систем обучения необходимо 

учитывать больше аспектов, чтобы помочь учащимся учиться в реальных условиях разумным образом. 

Ключевые слова: интеллектуальное обучение, Интернет вещей, вездесущие среды обучения, 

компьютерные инструменты. 

AĞILLI TƏLİM MÜHİTLƏRİNİN LAYİHƏLƏNDIRILMƏSI 

XÜLASƏ 

Sənəd Ağıllı Öyrənmə Mühitlərinin dizaynından (SLE) bəhs edir. SLE-lər və buna görə də IoT arasındakı əlaqə 

haqqındadır. Fənlərarası yanaşmanın təhsil və memarlıq fənləri ilə birlikdə SLE-lərin planlaşdırılmasına necə töhfə verə 

biləcəyi sualı ilə tədqiqat 2016-cı ildə toplanmış məlumatları empirik şəkildə tətbiq edir. Tədqiqat disiplinarası 

ədəbiyyat təhlillərindən əldə edilən məlumatların son dərəcə fərziyyəli bir modelə birləşdirilməsi ilə başladı. SLE-lərin 

qurulması. 

 Mobil və hissetmə texnologiyalarının sürətli inkişafı mühit kontekstindən asılı olaraq tələbənin real dünyadakı 

öyrənmə statusunu daha da aşkar etməyə qadir olan kontekstdən xəbərdar olan u-təlim mühitlərinin yaranması ilə 

nəticələndi. Ayrı-ayrı şagirdlərə uyğun yerdə və məqbul vaxtda uyğun məlumatlar veriləcəkdir. Tədqiqatçıların 

fikrincə, tələbələrin real dünya şəraitində ağıllı yollarla öyrənmələrinə kömək etmək üçün təlim sistemlərinin 

yaradılması və tətbiqi zamanı daha çox aspekt nəzərə alınmalıdır. 

Açar sözlər: ağıllı öyrənmə, əşyaların interneti, hər yerdə mövcud olan öyrənmə mühitləri, kompüter alətləri. 
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1. INTRODUCTION 

This research project aimed to go looking out out if and also the way the IoT is applicable to 

teaching and learning processes in SLEs in an exceedingly very way that sustainably supports 

learning at the workplace. This paper thus focuses on corporate learning spaces that offer the 

best opportunities for lifelong learning and seamlessly combine informal and formal 

learning.Literature reviews substantiated the connection between the theoretical constructs of the 

IoT and smart learning environments. The authors deconstructed known and directly related 

learning methods in order to demonstrate clearly that IoT-based learning forms such as smart 

learning environments (SLEs) are a specific combination of adaptive and u-learning formats that 

interact to facilitate new functions and possibilities at the workplace. 

Although context-aware ubiquitous learning appears to be a viable kind of learning, it is still 

far from ideal technology-enhanced learning, which in this study will be referred to as "smart 

learning." A smart learning environment not only allows learners to access digital resources and 

interact with learning systems from any location and at any time, but it also actively provides 

them with the necessary learning guidance, hints, supportive tools, or learning suggestions at the 

right time, in the right place, and in the right format. Essentially, a smart learning system is a 

technology-enhanced learning system that may advise learners to study in the actual world 

while still having access to digital resources. ITSs are also known as "adaptive learning systems" 

since their goal is to help individual students learn by modifying learning interfaces or content to 

their requirements. Furthermore, as computer networks have grown in popularity, many 

learning systems have been incorporated as web-based learning systems. 

2. SMART LEARNING ENVIROMENTS 

 Сontext - aware ubiquitous learning - This research project aimed to go looking out out if 

and therefore the way the IoT is applicable to teaching and learning processes in smart learning 

environments in a very way that sustainably supports learning at the workplace. This paper thus 

focuses on corporate learning spaces that offer the best opportunities for lifelong learning and 

seamlessly combine informal and formal learning.The learning system in a context-aware 

ubiquitous learning environment may employ sensing technologies to monitor learners' real-

world status, communicate with them through wireless networks, and present learning support. 

The real-world learning status of the learners, as well as interactions between the learners and 

the system, may be recorded for later analysis during the learning process. 

Computer mindtools – Mindtools are computer systems that stimulate or help students 

during the training process to assess, analyze, synthesize, and organize knowledge, leading to 

meaningful and productive thinking and learning.The relevance of Mindtools was highlighted 

by Jonassen et al., who stated that "technology should not assist learning by seeking to educate 

the learners, but rather should be employed as knowledge production tools that students learn 

with, not from." Mindtools, per Jonassen, are "a method of engaging learners in constructive, 

higher-order critical considering the topics they're studying through the utilization of a computer 

application software." He also included database systems, , expert systems and video 

conferencing systems as samples of computer applications. 

 Сriteria for a smart learning environment – Contexts include interactions between learners 

and environments within the context of context-aware ubiquitous learning; thus, "smart learning 

environments" will be defined as technology-supported learning environments that adapt and 
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supply appropriate support within the right places and at the proper time supported individual 

learners' needs, which may be determined by analyzing their learning behaviors. It's important 

to stress that studying in a smart learning environment does not mean that students have a 

certain amount of free time; in other words, no learning plan is employed to substitute leisure 

activities. As a result, the following are some of the possible criteria for a smart learning 

environment: 

1. The learner's position or the circumstances of the real-world environment during which 

the learner is placed are detected in an exceedingly smart learning environment, suggesting that 

the system is in a position to grant learning assistance reckoning on the learner's real-world 

status. 

2. A smart learning environment may provide learners with immediate and adaptive 

support by analyzing their requirements from several viewpoints (e.g., l-habits, profiles, and 

private characteristics), similarly because the online and real-world environments during which 

they're located. 

3. Individual learners' personal variables (e.g., learning styles and preferences) and learning 

status is accommodated in an exceedingly smart learning environment by adapting the 

computer programme (i.e., how information is presented) and topic content. The computer 

program doesn't should be a standard computer. Instead, learners can use mobile devices (such 

as smartphones or tablet computers), wearable devices or maybe ubiquitous computing systems 

embedded in ordinary items to have interaction with the educational environment. 

 

Figure 1. Framework of a smart learning environment. 

 As a result, it merely serves as a checklist for academics and system developers looking to 

create smart learning environments. The following elements make up the structure of a smart 

learning environment, as depicted in Figure 1: 

1. A module that detects whether or not a student is learning. This module connects to 

some sensing devices to identify learners' real-world status as well as environmental settings 

(e.g., temperature and humidity). 

2. A module for assessing learning performance. This module assesses and records learners' 

performance through online or in-person exams. Learners may be required to identify the 

solution to a test item by watching or interacting with real-world targets in a real-world exam. 
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3. This module offers learners with learning help based on their specific learning 

requirements. Learning assistance can take the form of a learning assignment or subject 

guideline, a tip for the learning activity, feedback on their performance, or a Mindtool to assist 

them in learning more efficiently and effectively. The characteristics of the learning activities and 

learning content, as well as the learners' learning performance, personal circumstances, and real-

world status, must all be considered when determining the type of help to be offered. 

 The individual design patterns and their associated success factors are presented in the next 

subsection in the context of their systemic interaction. 

1. Design pattern [0] – Corporate culture  

 Empowerment is a key aspect in fostering a collaborative company culture. This should be 

interpreted to indicate tactics and activities that improve employee autonomy and self-

management, allowing them to do their duties over time. 

2. Design pattern [A] – Human centricity 

 Users are at the center of smart learning environments (see "Current status of research into 

smart learning environments"). To guarantee that SLEs are really user-centric, the design 

approach must be focused toward the learner. The demands of the learners who utilize these 

spaces must be the starting point for building smart learning environments. 

3. Design pattern [B] – Didactical variety  

 To enable successful teaching and learning, smart learning environments must be 

didactically diversified (see section "Current status of research into smart learning 

environments"). The design pattern (B) is the second phase of the design process, and it builds on 

the user centricity of the first phase. 

4. Design pattern [C] – Hybrid learning space  

 Smart learning environments are physical places that may merge digital and physical 

learning worlds to create hybrid experiences.Design pattern (C) it builds on the didactic diversity 

of the second phase. The integration of ubiquitous but invisible IoT technology in the design 

process for hybrid learning environments is required. 

5. Design pattern [D] – Learning assistance 

 The ultimate goal of the SLE design process is to build a hybrid learning aid using Pattern 

(D). It is the ultimate and most difficult phase, which builds on earlier design patterns. To 

guarantee that the (hybrid) learning assistant offers the functionalities needed to give optimum 

learning help via a "recommender system," the success elements of Design Pattern (D) must be 

implemented progressively. In the design pattern [D], the factors to be executed in order are 

numbered and denoted with an arrow. 

3. CONCLUSION 

The goal of this study is to provide a mainly consistent ontological foundation with defined 

categories that may be utilized as action suggestions in the context of organizational SLE design 

procedures. To address the absence of systematization in prior SLE research, the authors 

proposed design patterns for the concepts of "user centricity (A)", "didactical diversity (B)", 

"hybrid learning space (C)" and "learning assistance (D)". 
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 It is reasonable to expect that the introduction of new learning ideas will create a number of 

contentious concerns, such as the ethics and moral principles of using technology in education, 

which are undoubtedly important topics for debate. On the other side, smart learning's potential 

benefits include the capacity to provide more effective and efficient learning assistance, the 

ability to better understand learners' learning patterns, and the ability to undertake long-term 

and seamless learning activities. 
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РЕЗЮМЕ 

Изучается модель систем управления запасами с мгновенным обслуживанием и катастрофами, кото-

рые приводят к полному уничтожению запасов системы. В системе используется политика пополнения 

запасов, согласно которой в момент выполнения заказа уровень запасов достигает максимального значе-

ния. Получены формулы для расчета характеристик системы и показаны результаты численных экспери-

ментов по расчету моделей. 

Ключевые слова: система управления запасами, катастрофа, цепь Маркова, алгоритм расчета  

KATASTROFLARI OLAN EHTİYATLARIN İDARƏ EDİLMƏSİ SİSTEMİNİN BİR MODELİ HAQQINDA 

XÜLASƏ 

Məqalədə ani xidmət göstərilən və katastrof olduqda bütün ehtiyatları məhv olan ehtiyatların idarə edilməsi 

modeli öyrənilir. Sifarışlərin yerinə yetrildiyi anda ehtiyatların səviyyəsi maksimum olan ehtiyatların artırılması 

siyasəti istifadə olunur. Sistemin xarakteristikalarının hesablanması üçün düsturlar tapılmışdır və modelin 

hesablanması üzrə ədədi eksperimentlərin nəticələri göstərilmişdir. 

Açar sözlər: ehtiyatların idarə edilməsi sistemi, katastrof, Markov zənciri, hesablama alqoritmi  

ON MODEL OF INVENTORY CONTROL SYSTEM WITH CATASTROPHES 

ABSTRACT 

The model of inventory system with instant service and catastrophes that lead to complete destruction of 

stocks of the system is studied. The system uses a replenishment policy, according to which, at the time of order 

fulfillment, the inventory level reaches its maximum value. Formulas for calculating the performance measures of 

the system are obtained and the results of numerical experiments on the calculation of models are shown. 

Key words: inventory control system, catastrophes, Markov chain, calculation algorithm 

  

Введение. В моделях систем управления запасами (СУЗ) предполагается, что 

время продажи запаса потребителям равно нулю. Подробный анализ исследований в 

этом направлении можно найти в работах [1-7]. Отметим, что в подавляющем 

большинстве работ принимается допущение о том, что запасы системы являются 

долговечными, т.е. они никогда не портятся. А в работах, в которых изучаются модели 

СУЗ с портящимися запасами принимается допущение о том, что запасы системы 

портятся с течением времени (случайного или детерминированного). Вместе с тем, 

запасы системы могут быть испорчены мгновенно в результате каких-то катастрофи-

ческих событий. Подобные модели СУЗ в доступной литературе почти не исследованы. 

Исходя из этого в настоящей работе предлагается одна модель СУЗ с катастрофами и 

разработан алгоритм расчета ее характеристик. 

Описание модели и постановка задачи. В изучаемой модели принимаются сле-

дующие допущения.  



Об одной модели системы управления запасами  с катастрофами 

61 

  В СУЗ поступает пуассоновский поток расходующих заявок (с-заявки) с интен-

сивностью  .  

  Время обслуживания заявок равно нулю, при этом каждая из них требует за-

пас единичного размера. Если в момент поступления с-заявки уровень запасов 

равен нулю, то она теряется с вероятностью единица.  

  В систему поступает также пуассоновский поток деструктивных заявок (d-за-

явки) с интенсивностью  , при этом в момент поступления таких заявок все 

запасы системы мгновенно разрушаются, т.е. уровень запасов системы опуска-

ется к нулю. Если уровень запасов равен нулю, то поступившая d-заявка не 

влияет на работу системы.  

  В системе используется “Up to S” политика пополнения запасов (ППЗ), кото-

рая определяется следующим образом: если уровень запасов системы опуска-

ется до величины 2, Sss  , то делается заказ на поставку запасов; при этом 

объем заказа определяется таким образом, чтобы в момент пополнения запа-

сов склад системы заполняется полностью.  

  Время выполнения заказов на пополнения запасов является случайной величи-

ной, которая имеет показательную функцию распределения с параметром 

0  и не зависит от текущего уровня запасов системы и объема поставки. 

Задача заключается в нахождении следующих характеристик системы: среднего 

уровеня запасов (Sav); средней интенсивности заказов (RR); среднего объема поставки 

(Vav); вероятности отказа в обслуживании с-заявок (Pc).  

Решение задачи. Работа системы описывается одномерной цепью Маркова (ЦМ), 

где ее состояния m  указывают уровень запасов системы. Поскольку максимальный 

размер склада системы является конечным, то пространство состояний этой цепи 

 SE ...,,1,0  имеет конечную размерность. 

Рассмотрим задачу нахождения генератора этой ЦМ. Переход из состояния Em  

в состояние Em   обозначим mm  . Тогда с учетом принятой политики пополне-

ния запасов и схемы доступа разнотипных заявок, заключаем, что искомые интенсив-

ности определяются так (см. рис. 1): 

  поскольку при выполнении условие 0m  с-заявки принимаются для обслу-

живания, то интенсивность перехода 1mm  при выполнении указанного 

условия равна  ; 

  поскольку при выполнении условие 0m  d-заявки разрушают все запасы 

системы, то интенсивность перехода 0m  равна  ; 

  поскольку в момент поступления запасов склад системы заполняются пол-

ностью, то при выполнении условие sm  , где 2Ss  , интенсивность пере-

хода Sm  равна  . 

Стационарную вероятность состояния ,0, Smm  обозначим через  mp . Су-

ществование стационарного режима выходит из следующего факта: все состояния 

построенной конечномерной ЦМ сообщаются друг с другом (см. рис. 1).  



Л.Э. Поладова 

62 

 

Рис. 1. Граф переходов между состояниями изучаемой ЦМ. 

Исходя из описанного выше алгоритма построения генератора данной ЦМ 

заключаем, что система уравнений равновесия (СУР) для вероятностей состояний при 

использовании данной политики имеет следующий вид: 

      ;10
1





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m

mppp   (1) 

      ;1,1 smmpmp    (2) 

      ;11,1  Smsmpmp   (3) 
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
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К этой СУР (1)-(4) добавляется условие нормировки: 

  1
0




S

m

mp . (5) 

Разработанную СУР (1)-(5) можно решить следующим образом. Из уравнение (1) с 

учетом уравнение (5) получим: 

      0110 ppp    

или 

    ,01 bdpp   (6) 

где .;










 bd   

Далее из уравнений (2) находим 

      .12,11
1




smpdmp
m

 (7) 

С учетом (6) и (7) из уравнений (3) получаем, что 

        .,111
1

Smspbdmp
sms




 (8) 

Объединяя формул (7) и (8) получим следующие соотношения: 
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    ,1,1 Smpamp m   (9) 
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Окончательно, с учетом (6) и (9), из условия нормировки (5) вычисляется вероят-

ность )0(p  следующим образом: 
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После определения стационарных вероятностей состояний характеристики систе-

мы вычисляются стандартным способом. Действительно, средний уровень запасов сис-

темы может быть определен как математическое ожидание распределение вероят-

ностей   Emmp , , т.е.  

 .
1





S

m

av mmpS  (11)  

Поскольку заказ для поставки запасов делается тогда, когда их уровень опускается 

до величины 2, Sss  , то средняя интенсивность заказов определяется как:  

 .1 spRR   (12) 

Средний объем поставок вычисляется как 

   .
0





s

m

av mpmSV  (13) 

Расходующие заявки покидают систему без получения запасов, если в момент их 

поступления уровень запасов равен нулю. Отсюда заключаем, что вероятность потери 

с-заявок вычисляется следующим образом: 

  .0pPc   (14) 

Таким образом, с помощью формул (11)-(14) вычисляются требуемые характерис-

тик системы. 

4. Численные результаты 

Рассмотрим результаты численных экспериментов, которые проводились на ос-

нове алгоритма вычисления характеристик системы. Цель проведения этих экспери-

ментов заключается в изучении поведения характеристик системы относительно изме-

нения исходных параметров системы.  

Ниже во всех экспериментах считается, что объем склада системы является 

фиксированным, т.е. S = 50, при этом базовые значения исходных данных выбираются 

так: =25, =0.3, =0.9. Для определенности изложения предположим, что значения 

точки заказа s  является управляемым параметром, т.е. эта величина изменяется в 

отрезке .250  s  
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Результаты вычислительных экспериментов показаны на рис. 2-5. Анализ получен-

ных графиков позволяет сделать следующие выводы. 

  Средний уровень запасов системы (Sav) является возрастающей функцией (см. 

рис. 2), при этом увеличение интенсивностей с-заявок    (рис. 2, а) и d-заявок 

   приводят к уменьшению значений этой функции (рис. 2, б); однако с увели-

чением интенсивности пополнения запасов    значения этой функции также 

увеличивается (рис. 2, в). Такое поведение данной характеристики относительно 

указанных параметров является логичным и оно является теоретически 

ожидаемым.  

 Средняя интенсивность заказов (RR) также является возрастающей функцией 

(см. рис. 3), однако здесь увеличение интенсивности с-заявок приводит к увели-

чению значений этой функции (рис. 3, а). Этого следовало ожидать, так как уве-

личение интенсивности с-заявок приводить к увеличению интенсивности 

попадания уровня запасов к точке заказа (s). Вместе с тем, здесь увеличение 

интенсивности d-заявок приводит к уменьшению значений этой функции (рис. 

3, б). На первый взгляд последний факт является не логичным, так как с увели-

чением интенсивности деструктивных заявок следует ожидать увеличения ин-

тенсивности заказов для пополнения запасов. Такое поведение данной характе-

ристики объясняется следующим образом: при фиксированном значении 

параметра s с ростом интенсивности d-заявок увеличивается интенсивность 

переходов системы из состояний типа  

,, smm  в состояние 0, то есть к уменьшению шансов поступления заказов из 

состояний типа ., smm   Другим, на первый взгляд неожиданным фактом, является 

увеличения значений этой характеристики с ростом интенсивности пополнения 

запасов (рис. 3, в). Этот факт имеет следующее объяснение: при фиксированном 

значение параметра s  с ростом интенсивности пополнения запасов увеличивается 

интенсивность попадания системы в состояние S , и тем самым, увеличивается 

интенсивность попадания системы в состояние 1s , где осуществляются заказы для 

пополнения запасов. 

  Средний объем поставок (Vav) является возрастающей функцией (см. рис. 4), при 

этом увеличение интенсивности с-заявок приводит к увеличению значений этой 

функции (рис. 3, а); этого следовало ожидать, так как с ростом интенсивности с-

заявок уменьшается средний уровень запасов и потому увеличивается средний 

объем поставок запасов. Точно также объясняется увеличение значений этой 

функции с ростом интенсивности d-заявок (рис. 3, б). Однако с ростом 

интенсивности поступления запасов уменьшается средний объем поставок (рис. 

3, в).  

  Вероятность потери с-заявок (Pc) является убывающей функцией (рис. 5), при 

этом, как и ожидалось, увеличение интенсивностей с-заявок (рис. 5, а) и d-заявок 

приводит к увеличению значений этой функции (рис. 5, б). С увеличением 

интенсивности пополнения запасов значения этой функции уменьшается (рис. 

5, в). Отметим, что последние факты являются вполне логичными. 
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(а)  (б)

 (в) 

Рис. 2. Зависимость Sav от параметра s. 

 

(а)  (б)  

 (в) 

Рис. 3. Зависимость RR от параметра s. 
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(а) (б)

 (в) 

Рис. 4. Зависимость Vav от параметра s. 

 

 

 

Рис. 5. Зависимость Pc от параметра s. 
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5. Заключение 

Предложена новая модель системы обслуживания-запасания с катастрофами, где 

расходующие заявки и разрушающие заявки являются пуассоновскими. Рассмотрена 

модель, в которой используется “Up to S” политика пополнения запасов с 

положительным временем выполнения заказов. Изучается модель с мгновенным 

обслуживанием расходующих заявок. Показано, что математической моделью этой 

системы является одномерная цепь Маркова. Построен генератор изучаемой цепи 

Маркова и найдены формулы для нахождения ее стационарного распределения. На 

основе стационарного распределения цепи Маркова получены формулы для 

нахождения характеристик системы обслуживания-запасания с катастрофами, 

проведены соответствующие численные эксперименты и проанализированы их 

результаты.  
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